
DIRECT SUMS (JUMLAH LANGSUNG) 
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 masing-masing modul atas R (ring yang sama). 

 

Bentuk cartesian product: 

  iinn MmmmmMMM  ),,,( 2121   

 

Karena Mi  0, i maka nMMM  21   . 

 

Operasi + (penjumlahan) dan  (pergandaan skalar) sebagai berikut: 

+ pada nMMM  21  dengan definisi: 

 x = ),,,( 21 nxxx   

 y = ),,,( 21 nyyy   

 x + y = ),,,( 2211 nn yxyxyx    

 pada nMMM  21  

   R 

 x = ),,,( 21 nxxx   

 x = ),,,( 21 nxxx   . 

 

Sifat : nMMM  21  = R-modul mterhadap operasi + dan  yang didefinisikan 

seperti di atas. 

 

Definisi : nMMM  21  disebut Direct Sums (Jumlah Langsung) didefinisikan 
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M = R-modul atas R 
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 submodul-submodul di M, maka 

1. Terbentuk Direct Sum 
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 iin Mmmmm  )( 21 . 

 

 iM  submodul di M, sebab 

a.   ii Mx  

  ii My  
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Pertanyaan : Kapan M i
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Sifat : 

Jika 1. 
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N = R-modul 
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 direct sums   iin Mmmmm  ),,,( 21 . 

 

f1 : M1  N  R-hom modul 

f2 : M2  N  R-hom modul 
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fn : Mn  N  R-hom modul 
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m1  f1(m1)  N 

m2  f2(m2)  N 
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N modul 

f1(m1) + f2(m2) +  + fn(mn) = Nmf
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Sifat : f = R-hom modul 

Bukti : latihan 

 

Untuk membuktikan M i
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 akan digunakan definisi, yakni dengan membentuk 

isomorfisma dari iM  ke M 

f : iM   M homomorfisma modul atas R, injektif dan surjektif dengan fi : Mi  M 

homomorfisma modul atas R. 

 

fi : inklusi injektif 

fi(mi) 
df

  mi 

fi = 
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Jelas  fi = 
iMI  R-hom modul. 

 

Jadi menggunakan sifat …. Akan terbentuk 

 MMf i
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dengan definisi 
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21 )(),,,(   yang merupakan 

homomorfisma modul atas R. 

 

Untuk selanjutnya tinggal ditunjukkan f injektif ( ker(f) = {0}) dan surjektif  

(Im(f) = M). 

 

Akan ditunjukkan f injektif ( ker(f) = {0}) : 

Ambil sebarang )(),,,( fKermmm n 21  

  Mnmmmf 021 ),,,(   

    Mim 0  

  Mnmmm 021    
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  m1 = 0. 
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  m2 = 0. 

 

    
 


   



 121

121









nn MMM

n

M

n mmmm  

   }0{)( 121  nnn MMMMm   

  mn = 0. 

 

 021  nmmm   

  )0,,0,0(),,,( 21  nmmm  

  ker(f) = )}0,,0,0{(  . 

 

Dengan diketahui 
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Coba tunjukkan sendiri Im(f) = M yakni f surjektif  

 MMf i:  R-isomorfisma modul yang berakibat i

n
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M = R-modul 

M1, M2 submodul di M 

},/),{( 22112121 MmMmmmMM  = R-modul 

 

},/){( 22112121 MmMmmmMM  = R-submodul di M. 

 

Kapankah ?21 MMM   

Jika (1) M = M1 + M2  (2) }0{21 MM . 

 

M = R-modul 

M1, M2, M3 submodul di M 

}3,2,1,/),,{( 321321  iMmmmmMMM ii = R-modul 

 

}3,2,1,/){( 321321  iMmmmmMMM ii = R-submodul di M. 

 

Kapankah ?321 MMMM   

Jika (1) M = M1 + M2 + M3   

(2) }0{)( 321  MMM  

 }0{)( 312  MMM  

 }0{)( 213  MMM . 

 

 



Definisi : Direct Summand 

M = R-modul 

M1 submodul di M 

M1 disebut direct summand di M jika ada submodul M2 di M  M  M1  M2. 

 

 

BARISAN EKSAK 
 

},2,1/{ imi  keluarga modul-modul atas R 
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Definisi : 

(*) disebut barisan modul dan barisan homomorfisma di R. 

 

Im(fi) submodul di Mi 

Ker(fi+1) submodul di Mi 

Mana yang selalu berlaku : Im(fi)  Ker(fi+1) atau Ker(fi+1)  Im(fi). 

 

Definisi :  

1. Barisan (*) dikatakan eksak di Mi jika Ker(fi+1) = Im(fi). 

2. Barisan (*) dikatakan eksak jika barisan tersebut eksak di setiap Mi. 

 

Keadaan khusus : 

(1). MM
fO
 1}0{  eksak  f injektif 

(2). }0{2 
Og

MM  eksak  g surjektif 

(3). }0{}0{ 21 
OgfO MMM  eksak   1. f injektif 

2. g surjektif 

3. ker(g) = Im(f). 

 

 

Bukti : 

(1). Diketahui : Barisan eksak MM
fO
 1}0{  

Akan ditunjukkan : f injektif 

Bukti : 

Karena barisan eksak maka Im(O) = ker(f) atau {0} = ker(f). 

Terbukti f injektif. 

 

Diketahui : f injektif 

Akan ditunjukkan : Barisan eksak 

Bukti :  

f injektif maka ker(f) = {0} = Im(O). 

Terbukti (1) barisan eksak. 

 



Barisan ke-3, jika eksak disebut eksak pendek. 

 

Keistimewaan Barisan Eksak Pendek 

Sifat : 

Jika (3) adalah barisan eksak pendek maka ketiga pernyataan sebagai berikut 

ekuivalen, 

a.  homomorfisma modul 
11: MIfMM    

b.  homomorfisma modul 
22: MIgMM     

c. )ker()Im(  fM  

)Im()(  gKer   

21 MM   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


