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Abstrak
Pada makalah ini disampaikan kekonvekskan daerah fisibel Second Order Cone
Programming dengan Norma 1.

Kata kunci: daerah fisibel, Second Order Cone Programming

PENDAHULUAN

Kekonvekskan merupakan satu hal yang penting dalam mempelajari masalah
optimisasi. Terdapat banyak situasi dimana sifat-sifat kekonvekskan telah berkembang
menjadi begitu penting. Sebagai contoh, di dalam masalah optimisasi titik-titik fisibel
seringkali merupakan himpunan konveks. Kekonvekskan himpunan fisibel memainkan
peranan dalam penentuan eksistensi solusi optimal, struktur himpunan solusi optimal,
dan yang sangat penting bagaimana menyelesaikan masalah secara numerik.

Telah banyak buku yang mengupas tentang himpunan konveks, diantaranya
Rockafellar (1970), Dattorro (2005), dan Boyd and Vandenberghe (2004) membahas
himpunan cone konveks. Karena demikian pentingnya masalah kekonvekskan maka pada
paper ini dibahas mengenai kekonvekskan masalah SOCP norma ||. ||;.

PEMBAHASAN

Sebelum membahas masalah kekonvekskan, terlebih dahulu akan disampaikan definisi
norma dan norma ||. ||; sebagai contohnya.
Definisi 1. (Norma) Norma dari ruang vektor real atau kompleks V adalah fungsi ||. ||
yang memetakan V ke R yang memenuhi syarat-syarat berikut:

1. |lx]|=0dan|lx||=0=x=0

2. ||ax|| = |a|llx]| untuk setiap skalar

3. lx+yll = llxll + llyll.

Berikut ini adalah contoh norma 1 yang didefinisikan pada ruang vektor R™.
Contoh 1: Diberikan ruang vektor real R™ dan fungsi ||. ||;: R™ — R dengan ||x||; =

|Cxry oo )l = 120 + o+ |2 |, X = (xq, .0, %) € R™ . Fungsi ||.|l; memenuhi
aksioma-aksioma norma, yaitu:

Untuk x = (x4, ..., x,,,) € R™ berlaku ||x||; = [|(xq, ..., )1
oy [ + -+ [x]
0.
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|x|l; =0 x=0.
untuk x = (xl, ...,xm) € R™ berlaku ||x||1 = ||(x1, ...,xm)||1
= loxq| + -+ x|
=0e=x,=0,..,x, =0,
yaitu x = 0.

2. |lax|l; = la]llx|l; untuk setiap skalar .
Untuk x = (xq, ..., x,,,) € R™ dan untuk sebarang skalar a berlaku
lax]ly = lla(xq, ..., xp) 11
= |l(axy, .., axp)l1
= |laxq| + -+ + |ax,,|
= lallxg| + - + la||xp, |
= la|(lxy | + -+ [xp D)
= |a||lxIl;.

3. llx+ylly = llxlly + [yl
untuk x = (xq, ..., X)), ¥ = (¥4, ..., Ym) € R™ berlaku
”x +y”1 = ”(xl +y1; o Xm + ym)”l

|X1 +y1| + et |xm +ym|

loer | + [ya | + -+ 1| + [V

(oer | + 4 [xm D + (yal + - + |y D

= ”(X1, 'xm)lll + ”(Y1l 'Ym)”l

= llxlly + Iyl

Al

Selanjutnya disampaikan definisi-definisi mengenai kekonvekskan yang selanjutnya
akan digunakan dalam pembahasan paper ini.

Definisi 2. (Himpunan Konveks) Himpunan C konveks jika untuk sebarang x;,x, € C
dan sebarang A dengan 0 < 1 < 1, diperoleh Ax; + (1 — D)x, € C.

Definisi 3. (Cone) Himpunan C disebut cone jika untuk setiap x € C dan A > 0 maka
Ax € C.

Definisi 4. (Cone Konveks) Himpunan C cone konveks jika C konveks dan merupakan
cone.

Definisi 5. (Kombinasi Conic) Suatu titik berbentuk A;x; + -+ A,x;, dengan
A1, ., A = 0 disebut kombinasi conic xq, ..., xy.

Jika x; di cone konveks C, maka setiap kombinasi conic x; di C.
Selanjutnya akan dibicarakan terlebih dahulu mengenai daerah fisibel.
Definisi 6. (Solusi Fisibel) Solusi fisibel di dalam masalah optimisasi adalah solusi yang

memenuhi semua kendala.

Definisi 7. (Daerah Fisibel) Daerah fisibel di dalam masalah optimisasi adalah
himpunan semua solusi fisibel yang mungkin.

Daerah fisibel ini merupakan irisan semua kendala yang ada pada masalah optimisasinya.
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Sebelum membicarakan kekonvekskan daerah fisibel second order conic programming
(SOCP) pada norma ||. ||;, akan dibicarakan mengenai SOC dan SOCP pada norma ||. ||,
sebagai berikut. Ben Tal dan Nemirovski mengatakan suatu cone K = {a € R™|a > 0},
dengan a > b < a — b > 0 dan > suatu urutan parsial, adalah suatu pointed convex
cone yang memenuhi syarat-syarat berikut:

1. K tak kosong dan tertutup terhadap penjumlahan, a,a’ € K = a + a’' € K

2. K himpunan conic,a € K,A>0= Aa €K

3. Kpointed, ae Kdan—a€K = a = 0.

Dengan urutan parsial pada himpunan K di R™ terdapat tiga macam cone berikut:
1. Ortan nonnegative cone, R% = {x = (xq, ...,x,)7|x; = 0,i =1, ...,n}
2. Second Order Cone (SOC)

C, = {x = (X1, e, Xp_1,X,)T € R®

n-1,.2
Xy = | X5 X }

3. Semidefinit Positif Cone (SDC), ST, cone dalam ruang S™ yaitu ruang matriks
berukuran n X n dan memuat semua matriks semidefinit positif A berukuran
n Xn.

Selanjutnya diberikan definisi program conic berikut dari Ben Tal dan Nemirovski.
Definisi 8. Misalkan C suatu cone di R™ (convex, pointed, closed, dan dengan interior
tak kosong). Diberikan f € R™, matriks kendala A berukuran m X n, dan vektor ruas
kanan b € R™, masalah optimisasi berikut disebut dengan program conic,
meminimumkan f7 x, dengan kendala Ax — b >, 0

dengan >, urutan parsial pada himpunan cone C. Jika C adalah direct product beberapa
SOC, maka masalah program conic di atas disebut dengan masalah second order cone
programming (SOCP).

Secara umum SOCP dimodelkan sebagai berikut (Lobo et al),

meminimumkan f7 x,

dengan kendala ||4;x + b;|l; < cfx+d; (i =1,...,N) (1)
dengan x € R® variabel keputusan, dan parameter f € R",A; € R®—DX" p. €
R%~1,¢; € R" dan d; € R. Kendala ||4;x + b;|| < c'x + d; disebut kendala SOC
berdimensi n;.

Definisi 9. (SOC) Second Order Cone norma ||. ||, berdimensi n didefinisikan sebagai
c, = {[It‘] |u € R* Lt € R, untuk > ||u||2}

dengan |Jull, = /2;’;11 u?.

Lemma 1. Second Order Cone C merupakan himpunan konveks di R".
Bukti: Lihat di NN.

Berikut adalah sketsa Cone order dua dalam beberapa dimensi,
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(a) (b) (c)

Cone order dua berdimensi (a) n = 1, (b) n = 2, dan (c) n = 3.

Kekonvekskan pada cone order dua norma ||. ||4

Didefinisikan terlebih dahulu mengenai SOC norma ||.||; sebagai berikut. (Caturiyati
dkk, 2012)

Definisi 10. (SOC norma ||.||;). Second Order Cone norma ||.||; berdimensi n
didefinisikan sebagai

Cr = {[ltl] |u € R" 1, t € R, untuk ¢ > ||u||1}
dengan |lull; = |ug| + - + |uy—q].

Definisi 11. (SOCP norma ||.||;) (Caturiyati dkk, 2012) SOCP norma ||. ||; dimodelkan
sebagai berikut,

meminimumkan f7 x,

dengan kendala ||[4;x + b;|l; < cfx+d; (i=1,...,N) (2)
dengan x € R variabel keputusan, dan parameter f € R" A; € R~Dxn p. €
R™~1, ¢, € R" dan d; € R. Kendala ||4;x + b;||; < ¢’ x + d; disebut kendala SOC
norma ||. ||; berdimensi n;.

Selanjutnya akan diuraikan suatu lemma kekonvekskan SOC norma ||. ||; berikut.
Lemma 2. Diberikan suatu cone order dua norma ||. ||;
C:={(ut)lueR"LteR,|ull; <t} akan ditunjukkan C;, konveks untuk setiap n.
Bukti: Ambil sebarang x = (uy,t1),y = (uy, t;) € C;, dengan |luqll; <t; dan
|lu,ll; < t, dan suatu skalar A € [0,1], diperoleh
u u; /1u1 + (1 - A)uz

A[tl] + (1 _A) [tz] B Atl + (1 —A)tz

dengan
A + (1 = Duylly < Alwglly + A = Dlfuzlly < At + (1 = D,

Terbukti C,; adalah himpunan konveks.

Lemma 3. (Kekonvekskan Irisan SOC Norma ||.|{). Jika C;},i = 1, ..., k adalah
SOC norma ||.|l; yang konveks untuk setiap i, maka C*=C:'nC:*n..nC*
himpunan konveks.

Bukti: Ambil sebarang x,y € C* dan A € [0,1]. Akan ditunjukkan Ax + (1 —A)y € C*.
Karena x,y € C;'n C?> N ..n C*, maka x,y € C;* dan x,y € C;? dan ...dan x,y €
C;k. Karena C;1,Cr2, ..., Crx konveks, maka Ax + (1 — )y e Cldan Ax + (1 — )y €
C;? dan ...dan Ax + (1 — 1)y € C,;*. Sehingga Ax + (1 — )y € C*.
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Lemma 4. (Kekonvekskan pada SOCP norma ||.||;). Untuk kendala SOCP terhadap
pemetaan affine berlaku hubungan sebagai berikut:

A; b.
lA;x+ by <cfx+d;, & [c;]x + [dl] € C;,
i i

maka irisan kendala pada SOCP norma ||. ||; adalah himpunan konveks.
Bukti: Lihat Lemma 4 Caturiyati dkk, 2012 dan Lemma 3 paper ini.

KESIMPULAN
Karena SOC norma ||. ||; konveks maka masalah SOCP norma ||. ||; juga konveks.
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