BAE R

ALJABAR MATRIX<

aljabar matrix yang berhubungan dengan analisis

menggunakan metode matrix kekakuan (stiffness meth

Dalam pokok bahasan ini akan disajikan dasar-dasasi
str§tur©dengan

1.1. Pengertian Matrix

Matrix merupakan suatu kumpulan bila s¢jamlah m x n yang

disusun menjadi m baris dan n kolom an (1.1) menunjukkan
contoh sebuah matrix dengan m baris dan ,

aj;  apn @
(1.1)

azl a2
la]=| 7
ditunjukkan pada Persamaan (1.1)

aml am2 ... a

(vectangular). Jika m = 1 dan n > 1, maka
tersusun dalam satu baris angka yang
disebut matrix bari > 1 dan n = 1 maka akan tersusun bilangan
dalam satu kol disebut sebagai matrix kolom. Jika m =n, maka
susunan bilan@\g terbentuk disebut sebagai matrix bujur sangkar
(square). Efenulisan matrix baris, persegi dan bujur sangkar dinotasikan
meng an{tanda kurung akolade [ ], sedangkan matrix kolom
din l% dalam tanda kurung kurawal { }. Untuk memudahkan
pe matrix (baris, kolom, persegi maupun bujur sangkar) sering
di ikan dalam bentuk sebuah variabel dengan garis di bawahnya atau
sebmah variabel yang dikelilingi tanda kurung akolade ataupun kurung

rawal. Penggunaan matrix selanjutnya disesuaikan dengan kebutuhan

para pemakainya misalnya; matrix gaya (forces) dan perpindahan



(displacements) dalam analisis struktur disusun dalam bentuk mat%

kolom, sedangkan matrix kekakuan (stiffness matrix) disusun @n o

bentuk matrix bujur sangkar.

Identifikasi elemen dalam sebuah matrix «, direpr%ﬁam

dengan notasi a;, di mana subscript i dan j menunjukkan jutnlah baris dan
i

kolom pada matrix a . Berikut disajikan beberapa alter i matrix

a =[a]= la; | (1.2)
Contoh numeris dari berbagai j @ disajikan pada

ang tergolong matrix

Persamaan (1.3) sampai (1.6). Contoh

persegi
21
a = 3 4 (1.3)
5 4

(1.6)




Matrix dan notasinya sering digunakan untuk mengekspresik
Persamaan Aljabar dalam bentuk ringkas yang sering ditemui dalam o

analisis struktur dengan metode matrix kekakuan karena la

penggunaannya akan sangat membantu dalam menyelesa@;jﬁtu
permasalahan numeris.
<

1.2. Operasi Matrix

Sub pokok bahasan ini menyajikan berbagai ¢p trix yang
sering digunakan dalam analisis struktur.
Perkalian Matrix dan Bilangan Skalar
Jika kita mempunyai sebuah bilangan skal suatu matrx ¢, maka

matrix a = k.c dapat dihasilkan dari P

a =kc @ (1.7)
—i —ij
di mana setiap elemen dalam@ dikalikan dengan bilangan skalar
k, sebagaimana dalam co t:

a= 4{ }
- 31 12 4
Q

Perlg icatat pahwa matrix ¢ yang berordo m x n akan menghasilkan
ma% g berordo m x n.

nlahan Matrix
ix yang memiliki ukuran ordo yang sama dapat saling dijumlahkan
tuk masing-masing elemen yang memiliki “alamat” sama, aturan ini

juga berlaku untuk operasi pengurangan matrix. Matrix-matrix dengan



Q

ordo yang sama dapat dilakukan operasi penjumlahan dan pengurangd

di mana untuk operasi penjumlahan akan mengikuti ketentuan @n o

komutatif dan asosiatif.

c=a+b=b+a (komutatif)

d=atbtc= (a+ b) +c¢  (asosiatif) <
atau dalam bentuk notasi ber-index dapat dinyatakar@
t

lcijJ = laijJ+ lbijl = lbijJ+ laijJ (ko (1.9)
ldijJ: laijJ+ lbijJ+ lcijJ: (l“ij]"‘ lbijJ)+ lcij @

berikut :

hvdan ¢ harus memiliki ukuran ordo yang

sama, misalnya matrix\bexordo 2 x 2 tidak dapat dijumlahkan atau

dikurangkan dengan\atrix yang berordo 3 x 3.

Perkalian Mat(&j@

Operasi perkalian antara dua matrix a dan b sebagaimana ditunjukkan

Q

pad@%@q (1.10), hanya dapat dilakukan jika jumlah kolom pada
%‘na d

mam engan jumlah baris pada matrix b, sebagai contoh :
ab (1.10)

@



&
Jika a adalah sebuah matrix berordo m x n, maka matrix b har%

memiliki n buah baris. Dengan notasi subscript dapat dituliska@s’lo

perkalian matrix a dan b sebagai :

[Cij]: gaiebej & A1)

Di mana n merupakan jumlah keseluruhan kolom matyix a atau
baris pada matrix b. Untuk matrix a dan b 0 2 x 2, dalam

N
operasi perkaliannya akan dihasilkan :

[Cij]: {an-bn tap by aybp +ap. (1.12)
a21.b11 + azz.b21 a21.b12 + ay .b2
Perhatikan contoh berikut :
2 1 1

a= b=

Z 13 2 Z
hasil perkalian a.b diperéleh }

[2m+12p 07 [4 -2

—2 3 +22 %‘;M(O) 7 -3

Pada umumnya o perkalian matrix tidak mengikuti hukum

komutatif, di a
ab#ba (1.13)

Valid ?eb$aran hasil perkalian antara dua buah matrix a dan b
Q — —

dapa mtrasikan sebagai berikut :
c
(ixe)(exj) = (ixj) (1.14)

7
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Q
di mana matrix ¢ yang dihasilkan akan berordo i x j; dengan jumlah ba%
sama dengan baris pada matrix a dan jumlah kolom sama denga@o
pada matrix b.

Dalam operasi perkalian matrix terdapat beberapa\sifat <;7enting,

antara lain :

(a). C_l(lz+ Ej = c_llz+ ac (distributif) § (1.15)

(b). (a+ b)c =ac+bc (distributi

(0). a(b cj = (abjc (asosiat

upa baris, kolom, persegi maupun

dsi transpose. Operasi ini sering

digunakan dalam menye y¢rmasalahan analisis struktur dengan

“" i Cl
metode matrix kekakua ose dari suatu matrix a dilambangkan
sebagai a’ . Tran o\ri suatu matrix diperoleh dengan cara
menukarkan ele is dan kolom, sehingga elemen-elemen pada baris

pertama akan pati kolom pertama; baris kedua menjadi kolom

kedua dalbseterusnya. Operasi transpose dari matrix a,

o %
@%{qﬁlf (116)

2 1

[a]=]3 2

45

a8
@

CO



2 3 4 N @
" AN
] L 2 5}
<
di mana kita telah menukarkan elemen elemen baris dengan kolom unt

mendapatkan matrix transpose. %
Perlu diketahui bahwa terdapat hubungan yang penting dalam-operasi
o &
transpose matrix :
T
(a.bj =b".a" @ (1.17)

Persamaan (1.16) menunjukkan transpose d@ah matrix yang
merupakan hasil perkalian antara matri sama dengan hasil

perkalian antara transpose matrix b dikal n transpose matrix a.

Ketentuan ini berlaku secara 11§u “i! papun jumlah matrix yang

dioperasikan, sehingga :

(c_z.lz.g...lf)T - kT...cT.lz (1.18)

Transpose dari sebuah m om akan menghasilkan matrix baris.

Q
Contoh kasus dari Per, % .17) dapat dilihat di bawah ini :

‘_’:E ﬂ ?:{Z}

T
@ﬁf =[17 39] (1.19)

ara~Jain dilakukan dengan operasi transpose matrix dan hasilnya akan

dikalikan :

lzT._Tz[s 6}{; ﬂ:[ﬂ 39] (1.20)



Hasil dari Persamaan (1.18) dan (1.19) menunjukkan kebenaran d%
Persamaan (1.17). o
Matrix Simetris

Jika sebuah matrix sama dengan transpose-nya, maka matut

dapat dikategorikan sebagai matrix simetris; atau jika : o

T
a=a

misalnya matrix berikut ini :

31 2
a=[1 4 0
|2 0 3

sama dengan elemen a  untuk

diagonal utama dari arah sudmt~k
merupakan garis simetri fad (i >

matrix bujur sangkar yang

Matrix Satuan

Matrix satuan yan

w1=L§§£> (1.22)

Q
Matgxia;b selalu berupa matrix bujur sangkar di mana semua

elemennya bgrnilai nol kecuali pada diagonal utama selalu bernilai satu.
Apdbi atrix satuan dikalikan dengan suatu matrix tertentu akan
ilkan matrix itu sendiri.

toh matrix satuan yang berordo 3 x 3 :

7
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<)
Determinan @9
Determinan matrix bujur sangkar dapat di 'ungQ engan

persamaan di bawah ini :

|~
I
=
oS = O
- o O

[A]2x2 = |:all a12i| ; maka Determinan [A] = | a4y a0y

ary ap
app dp 413
[A]3x3 =|ay ay ay|;maka

azy dzp dsj

|A| = a11'(bzz-b33 —1723-32)— alZ'(b21*b33 —b +b31.3) —b22-31)

Untuk matrix yang berordo lebik™b apat digunakan persamaan

.n (1.23)

’JM ;| merupakan cofactor ay,

berikut :

n
|A| = zaikcz‘k = a;C F ;0
k=1

di mana c;

M ;| merupakan minor ay

luar baris ke-i m ke-k.

Perlu diketah;% erupakan determinan dari bagian matrix [A] di

Matri In%rse

1”-nya akan menghasilkan matrix identitas. Dalam bentuk

s@n matematis dapat dituliskan sebagai berikut :
a! oy (1.24)




Q

Sebuah matrix akan mempunyai matrix inverse jika matrix terseb

berbentuk bujur sangkar. Matrix inverse dapat diperoleh dengan b‘@ o

cara di antaranya; metode cofactor atau adjoint dan metode Gauss-Jordaa.
Metode adjoint atau cofactor dapat digunakan untuk ng
inverse dari sebuah matrix bujur sangkar, berdasarkan persamaan-bérikut
<

ini :

c’

— (1.25)
di mana C merupakan m to

Cc”  merupakan tra i matrix cofactor yang

disebut seb

\@ trix adjoint.

matrix inverse dari matrix a,

0 4
cofactor dari matrix t dihitung dengan :
= (—@@ 1‘ =-12

& 22‘

Y 42
o 2
_ 1+32 _4_

4 1
@ e

10
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-1 3
Con = (—1 243 =4 \
23 =D 4‘
<
Analog cara di atas diperoleh, ¢33 =-2; c3p =-2; €33 =

maka didapatkan cofactor matrix a :

~12 -2 8 o
c=|-11 -1 4
— -2 =2 =2 @
sehingga dapat ditentukan adjoint matrix
-12 -11 -2

Jd=-2 -1 -2
B 8 4 -2

selanjutnya determinan matrix a dapa@u sebagai berikut :

A = ayjey) + apyery +apzep

Al = (-D(-12)+ (3)(-2) 4

maka matrix inverse a!

Q

-2

L 1 -2

Z | A| -
4 -2
selanjutnya da@eriksa bahwa :

1 0
a@= 0 0
1

1

< 0
@ lain yang juga sering digunakan untuk menghitung inverse
i u matrix adalah Metode Gauss-Jordan. Langkah-langkah yang
us’dilakukan untuk mencari inverse dari matrix a dengan ordo n x n

y ngan metode Gauss-Jordan adalah sebagai berikut :

11



(a@). Tentukan matrix satuan / dengan ordo n x n. \

(b). Dengan cara operasi baris, ubahlah matrix a menjadi matrix@@

I dengan tahapan sebagai berikut : @9
(i). Bagilah baris ke-i dengan a;;, sehingga nilai berniO ai sama

dengan satu.
(ii). Jumlahkan baris ke-2 dengan baris ke-1 y diperkalikan
dengan (-a,;), sehingga nilai a,; sek rubah menjadi

nol.
(iii). Ulangi langkah (ii) untuk baris ,...,1, sehingga semua
elemen pada kolom ke-1 ber dengan nol, kecuali

elemen a;; yang bernilai saj @w gan satu.
(iv). Ulangi langkah (i), (ii), ntuK baris kedua, dimulai dengan
membuat nilaia,, =1 emen lainnya pada kolom ke-2
alz =0, a3,=0, a4 =0,.. a, =0).

ajuk baris ke-3, 4, 5, ..., n.

2
&

bernilai sama de

juga dilakukan terhadap marix I sekaligus,

roses selesai matrix / telah berubah menjadi

. -1 . . .
matrix ¢ yang merupakan inverse dari matrix a.

(d).OPr késeluruhan dapat dinyatakan dalam persamaan berikut :

@\] operasi baris [{ : a__l] (1.26)

12



Q
Untuk mencari inverse dari matrix a dengan metode Gauss—]orda%

dilakukan operasi baris dengan notasi 0

penjumlahan pada baris ke-i dengan baris ke-k

diperkalikan dengan p, misalnya : (221) menunjukkan bar
dijumlahkan dengan 2 kali baris ke-1.
| 3 1 @
3 ——= = ;
4

—_—

W B~ W

(e R

oS = O

- O O
~

o ~
w
S W
[
o
o~ o
—_ o o
U
=
C)
& —_
S W
[
o
N
o o
e —— |
—_ o o

13 4:0 @_001:—101
1 33:1 00 1 0 3 : 4 -3
01 0:-110 — 01 0:-11
00 1:-101 00 1:-10
10 3 : 4 -3 =3 1 00: 7 -3 -3
01 0:-11 43 01 0:-1 1 0
00 1:-10 00 1:-1 0 1
-3 -3
Maka diperole% 1 0
0 1

Q

SuatQ trix yang memiliki matrix inverse disebut sebagai matrix non-

singu% ngkan matrix yang tidak memiliki inverse disebut matrix

sil@ang ditandai dengan nilai determinan sama dengan nol.

3xPenyelesaian Persamaan Linear dengan Metode Inversi Matrix
Dalam analisis struktur dengan metode matrix akan banyak

jumpai bentuk-bentuk susunan persamaan linear, yang secara

@ matematis dapat ditulis sebagai berikut :

13
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[Al{x }={B} (1.275\

di mana :

[A]  =Matrix bujur sangkar yang menun ukkan koe
J gkar yang ]

persamaan linear yang dimaksud.
[X] =Matrix kolom dari bilangan “unknown”.

[B] =Matrix kolom dari “konstanta”.

Jika Persamaan (1.27) dikalikan dengan matrix [A], !
[T [alx} = [a]{B}
[1{x}=[Al"{B}

{x}=[A]"{B} (1.28)
Contoh : diketahui suatu susunan per sebagal berikut;

X + 3y -2

X + 4y  + 0

X + 3y + = 1
Persamaan di atas dapat disu m bentuk matrix

14



