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Abstrak

Tujuan penelitian ini adalah mengkaji kestabilan titik ekuilibrium suatu sistem reaksi difusi.
Kestabilan sistem reaksi difusi ini dikaji melalui matriks Jacobiannya. Selanjutnya akan dikaji penerapan
kestabilan titik ekuilibrium sistem reaksi difusi ini pada masalah epidemiologi model SIR dengan wvital
dynamecs.

Penelitian ini dilakukan dengan metode studi pustaka, untuk mengkaji konsep-konsep vang
diperlukan untuk menentukan kestabilan titik ekuilibrium sistem reaksi difusi vang selanjutnya
diterapkan pada masalah epidemiologi SIR dengan vital dynamics.

Hasil vang diperoleh menujukkan bahwa titik ekuilibrium sistem reaksi difusi stabil asimtotis
jilka matriks Jacobiannya stabil dan memenuhi kondisi minor. Titik ekuilibrium sistem reaksi difusi
masalah epidemiologi model SIR dengan vital dynamics stabil asimtotis untuk semua konstanta . 7. dan
4. Hal ini berarti proporsi masing-masing kelompok 5, I, dan R pada saat tidak terjadi perubahan
proporsi akan tidak berubah untuk jangka waktu lama.

Kata kunci : titik ekuilibrinom, sistem reakst difiust, model SIR dengan vital dynamics

1. PENDAHULUAN

Mathematical epidemiology merupakan salah satu cabang mathematical
biosciences yang mempelajari tentang penyebaran dan kontrol wabah penyakit.
Masalah wutama dalam epidemiologi adalah mempelajari bagaimana
sekelompok individu yang terinteksi menyebarkan penyakit (menular) dalam
suatu populasi yang saling berinteraksi.

Berbagai model epidemik telah dikenal, di antaranya model SIR, SIRS,
SEIR, SEIRS, dan SEIS. Model-model ini dibentuk bergantung pada asumsi
yvang dibuat tentang penyakit dan tingkah laku populasi. Individu-individu
dalam suatu populasi dapat dikategorikan dalam 4 kelompok, yaitu kelompok
S(susceptibles/rentan), E (exposed /terinteksi), I(infectious/terjangkit), dan R(
recovered/sembuh). Contoh penyakit yang termasuk ke dalam model SIR adalah

cacar air.

Dipresentasikan dalam SEMNAS Matematika dan Pendidikan Matematika 2007 dengan tema
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Model-model epidemik untuk suatu populasi yang didalamnya terjadi
interaksi atau kontak langsung (penyebaran horizontal) antar individu dapat
dipandang sebagai suatu sistem reaksi difusi. Sistem reaksi difusi adalah suatu
model matematika yang menggambarkan bagaimana konsentrasi satu atau
lebih kelompok terdistribusi dalam suatu populasi. Kestabilan sistem reaksi
ditusi dipelajari melalui kestabilan matriks Jacobian dalam sistem persamaan
ditferensial.

Perlu ditelii apakah kontak langsung antar individu (ditusi) akan
mempengaruhi dinamika penyakit (kestabilan proporsi antar kelompok) dalam
suatu populasi. Dalam penelitian ini dikaji kestabilan titik ekuilibrium sistem
reaksi difusi dan penerapannya pada masalah epidemiologi model SIR,

khususnya model SIR dengan vital dynarmiics (dengan kelahiran dan kematian).
1.1 Perumusan Masalah

Masalah yvang akan dikaji dalam penelitian ini adalah kestabilan matriks,
sistemn reaksi ditusi dan kestabilan titik ekuilibriumnya, dan bagaimana
penerapan kestabilan titik ekuilibrium sistem reaksi difusi ini pada model SIR

dengan vital dynamics.
1.2 Tinjauan Pustaka

Diberikan suatu tungsi f:R" — R" dan diasumsikan f(0)=0, maka

1 =0 adalah titik keseimbangan dari sistem persamaan diterensial biasa

du _
E—f(u). (1.1)

Titik ekuilibrium ini stabil asimtotis lokal jika matriks Jacobian 4 = F'(0)

stabil.
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2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan metode studi pustaka. Berdasarkan
kajian tentang konsep-konsep dan teorema-teorema dalam kestabilan matriks,
akan diteliti kestabilan sistem reaksi ditusi. Selanjutnya, hasil kajian ini akan
diterapkan pada masalah epidemik model SIR, khususnya model vital dynamics

{dengan kelahiran dan kematian).

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
A. Kestabilan Matriks dan Kestabilan Sistem Reaksi Difusi

Definisi 3.1
Matriks A dikatakan stabil jika maksimum bagian real nilai-nilai eigen matriks A

bernilai negatif, yaitu s(A) < 0 dan dikatakan tidak stabil jika s(A4) > 0.

Definisi 3.2
Diberikan A= (_a{.;. ]m eM (C). Untuk 1=k=n didefinisikan himpunan Iz sebagai
berikut:

I = i i ; T !

e =t )| 158 <8 <-- <i, =0y

Iy=¢
Selanjutnya, untuk J =\i.1,.....1, ) € I, didefinisikan juga :

(i) T =00,

(i) 7} =2...np {7}

(iii) T = [ilc.if ..... iy l dengan i € Wi wror=12..n—k dan

185 <1y <..<I ,<n.

Gv) If=USlser k=12 ..n.
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Definisi 3.3
Diberikan 4= (aﬁ )m eEM, (C) dan 1<k=n.
Untuk sebarang J =i .i,.....i, ) € I, matriks bagian utama (principal submatrix) kxk
dari matriks A, dinotasikan P,(A) didefinisikan sebagai berikut:

a"ﬂ] ail!': o afifi

afni'

P (4)=| dan

P(A4)=1.

Secara umum nilai determinan matriks (A-D) dengan 4 M, (C) dan D

matriks diagonal D = diag (dy, dz, ..., d»), d, d>, ..., d== 0 dapat dinyatakan sebagai

det (A4 — D) = det (A) + "Z_l(—u* S det(P,. ())d, + (—1}"f[dj NENS

k=1 Jel,

dengan d, =] [d, untuk J eI, dan d, =1.

JeJ

Jika D = AI_, maka persamaan (3.1) adalah polinomial karakteristik dari A.

Definisi 3.4
(i) Diberikan polinomial karakteristik matriks A

P (A)=a A" +b, A" +a A" + b A" (3.2)
dengan a, = 0. Diasumsikan bahwa semua a, dan b, real dan P,(A) tidak
mempunyai akar imajiner murni. Matriks Hurwitz H didefinisikan sebagai matriks

bujur sangkar berukuran n yang berbentuk sebagai berikut

_ba lE"'1 bz e bn—l ]
d, dy ay, - da,,
b b b
7= b h w2 (3.3)
a, a, s
0 0 b, b, _,

Matematika 575



Himmawati L, Caturtyatt, Kana FH

dengan a, dan b, seperti dalam polinomial karakteristik di atas dan a, =0 wuntuk

k= n dan b, — 0 untuk k > n-1 ;
2 2

(i1) Determinan Hurwitz order Ke-k, dinotasikan A, yang dibentuk dari matriks

Hurwitz berukuran n didefinisikan sebagai

A, =b,,
‘b, b
A, =det ° 1}
Ly @
by b, b,
Ay =dellay, a; dy|,...... (3.4)
0 b, b

Teorema 3.2 (kriteria Routh-Hurwitz)
Semua akar polinomial (3.2) mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika
memenuhi

agh, = 0.

A, =0,

a,A; >0, (3.5)

A, =0,

agA, =0 wuntuk n ganjil, A, = 0 untuk n genap.
Jika polinomial (3.2) dituliskan sedemikian hingga a, > 0, maka menurut

kriteria Routh-Hurwitz semua akar polinomial (3.2) mempunyai bagian real
negatit jika dan hanya jika

A, >0 untuk semmua i <n. (3.0)
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B.y. dan w . Hal ini berarti proporsi masing-masing kelompok S, I, dan R pada

saat tidak terjadi perubahan proporsi akan tidak berubah untuk jangka waktu

lama.

4.1 Simpulan

1. Suatu matriks dikatakan stabil jika bagian real semua akar karakteristiknya
bernilai negatit. Jika matriks A stabil dan D suatu matriks diagonal, maka
matriks (A-D) stabil untuk semua D = 0 jika dan hanya jika A memenuhi
kondisi minor. Jika matriks A adalah mnatriks matriks jacobian suatu sisteimn
persamaan diterensial dan D adalah matriks ditusi, maka syarat kestabilan

ini dapat diterapkan pada sistem rcaksi difusi.

2. Titik ekuilibrium sistem reaksi ditusi stabil asimtotis jika dan hanya jika
matriks Jacobiannya stabil dan memenuihi kondisi minor.
3. Model SIR dengan wvital dynamics dirumuskan dalam sistermn persamaan
diferensial
% =—0s1— us+ u
di .
I = fGsi— i — i
dengan r(f)=1-s5(f)—i(f) dengan syarat awal
S(0)=5,20
I(0)=1I,20
R(0)=R, = 0.

4. Sistern reaksi ditusi model SIR dengan vital dynamics stabil asimtotis untuk
semua konstanta konstanta G.y. dan x. Hal ini berarti proporsi masing-

masing kelompok S, I, dan R pada saat tidak terjadi perubahan proporsi

akan tidak berubah untuk jangka waktu lama.

4.2, Saran
Perlu diteliti lebih lanjut kestabilan titik ekuilibrium sistem reaksi difusi
untuk masalah epidemiolagi yang lain, seperti 515, SEIRS, atau SIR dengan

asumsi yang berbeda, juga pada bidang-bidang yang lain, seperti di ilmu kimia,

tisika, dll.
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