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Persamaan diferensial Legendre

(1) (1—x2)y —2xy +n(n+1)y=0

Parameter n pada (1) adalah bilangan rill yang diberikan. Setiap penyelesaian dari (1)

dinamakan fungsi Legendre.

Dengan membagi (1) dengan 1 — x2, maka diperoleh bentuk standar (8), Pasal
2x

- " ! +1
42vyaituy” +p(x)y +q(x)y = r(x) dengan p(x) = o) q(x) = 121(7—lx2)) dan

r(x) = 0. Koefisien-koefisien persamaan yang dihasilkan adalah analitik pada x = 0.

Jadi dapat kita gunakan metode deret pangkat.

()

y = Z A, x™

m=0

y = Z ma,x™ ! & y'' = Z m(m — Da,,x™ 2

Substitusikan y dan turunan-turunannya ke dalam (1) dan nyatakan konstanta n(n + 1)

dengan k, maka kita memperoleh

(1—x?) Z m(m — 1)a,,x™ % — 2x z ma, x™ ! +k Z Apx™ =
m=2 m=1 m=0

Dengan menuliskan pernyataan pertama sebagai dua deret yang terpisah, maka kita

memperoleh persamaan
(1)

2 m(m — 1)a,x™ 2 — z m(m— Da,,x™ —2 z ma,,x™ +k Z ApX™ =
m=2 m=2 m=1 m=0
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Yang jabarannya dituliskan

2.1a, +3.2a3x + 4.3a4x* + -+ (s + 2)(s + D) ag x5 + -

—2.1a,x? — - —s(s — Dagx® — -
—2.1ayx — 2.2a;x% — -+ —2sax’ — -
kag + kayx + ka,x?> + -+ kagxS +--=0

Karena ini harus merupakan suatu identitas dalam x apabila (2) merupakan
penyelesaian dari (1), maka jumlah koefisien-koefisien dari setiap pangkat x haruslah

nol ; karena k = n(n + 1), ini memberikan

(3a)

2.a, +n(n+1)a, =0 koefisien dari x°

6.a;+[-2+nn+1)]a; =0 koefisiendari x!
Dan umumnya, jika s = 2,3, ...,

(3b)
(s+2)(s+Dagz +[-s(s—1)—2s+nn+1)]a;, =0

Sekarang pernyataan dalam kurung [ ... ] dapat dituliskan menjadi
—s(s=1)—-2s+nn+1)=—-s>+s—2s+n’+n=—-s’ —s+n’+n
=—s+1)+nn+1)=Mm-s)(n+s+1)
Sehingga dapat dituliskan menjadi
(s+2)(s+Dagz+[(n—s)(n+s+1)]a, =0
(+2)s+Dag, =—[n—s)(n+ s+ 1)]ag
Jadi dari (3) diperoleh

(4)
B n—s)(n+s+1)
e e I
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Ini disebut hubungan rekursi (recurtion relation) atau rumus rekursi (recurtion
formula). Rumus ini memberikan untuk setiap koefisien dinyatakan dalam koefisien
kedua yang mendahuluinya, kecuali ay, dan a; yang merupakan konstanta sebarang.

Kita peroleh secara berurutan

nn+1) (n—1Dn+2)
N TH 3= 3! N

(n—2)(n+3) n-3)(n+4)
“="Ty3 “2 % =" 54 83

(n—2)n(n+1)(n+3) m=-3)(n—-1Mn+2)(n+4)
= 41 %o = 51 N

dan seterusnya. Dengan memasukkan nilai-nilai ini ke dalam koefisien-koefisen pada

(2), kita memperoleh
y(x) = Z A Xx™ = ag + a1x + ayx? + azx3 + agx* + agx® + -
m=0

nn+1) , (m—1Dn+2) 3 n=2n(n+1)(n+3)
— g %X~ T a; x> + T a

n-3)Y(n—1n+2)(n+4)
+ 5!

ox4

=a0+a1x—

a; x> + -

= a [1 — —n(nz-'l— D x% + (n - 2)n(n4—||— D +3) x* —+ ]

+aq Ix —
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Atau dapat dituliskan sebagai

)
y(x) = agy1(x) + a1y, (x)

di mana

(6)
1 -2 1 3

) = 1 n(n; ) 2, )n(n;'r n+3) ,
dan
(1)
1,G0) = x — n—-1Dn+2) B4 n-3)Y(n—1Dn+2)(n+4) QxS — 4

3! 5!

Deret ini konvergen untuk |x| < 1. Karena (6) memuat hanya pangkat-pangkat genap

yi

dari x sedangkan (7) hanya memuat pengkat-pangkat ganjil dari x, maka hasil bagi ”
2

bukan suatu konstanta, sehingga y;dan y,tidak sebanding, jadi merupakan penyelesaian

bebas linear. Sehingga (5) merupakan penyelesaian umum (1) pada selang —1 < x < 1.
Polinom Legendre

Dalam banyak penerapan, parameter n dalam persamaaan Legendre merupakan
bilangan bulat tak negatif. Maka ruas kanan (4) adalah nol jika s = n, sehingga

An42 = O, An46 = O, e

Jadi bilangan n genap, y;(x) disederhanakan menjadi suatu polinom berderajat n. Bila
n bilangan ganjil, diperoleh hasil yang sama untuk y,(x). Polinom-polinom ini,
dikalikan dengan suatu konstanta, disebut polinom Legendre. Karena polinom-polinom
itu dalam praktek, kita akan membahasnya lebih terinci. Untuk keperluan ini, Kita

selesaikan (4) untuk a,, diperoleh
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(8)
B (s+2)(s+1)
% = _(n—s)(n+s+1)as+2

(s<n-2)

Kita dapat menyatakan semua koefisien-koefisien yang tak-dihilangkan dalam koefisien
a, dari pangkat x yang paling tinggi pada polinom. Koefisien a, mula-mula masih

sebarang. Biasanya kita mengambil a,, = 1 jikan = 0 dan

)
_ @m! 135..2n-1)
I = onmng = nl

n=12,..

Pengambilan a,, ini dilakukan agar semua polinom ini mempunyai nilai 1 jika x = 1.

(9%)
_ n-24+2)(n-2+1) __n(n-1)
ST T - m-))mtn—2+D T 2D
B n(n—1(2n)! nn—1)2n2n—-1)2n — 2)!
T 22n-12"(n)2~  22n-12"n(n—D'n(n - D(n - 2)!
yaitu

~ (2n — 2)!
M2 = T — Dl (n = 2)!

Dengan cara yang sama,

B n—4+2)(n—4+1) - (n=2)(n-3)
et T i (—D)n+tn—4+1) T T a@n—3)
__(n—2)(n—3) (2n —2)! . (m=2)(n—-3)(2n —2)!

42n—-3) = 2"(n—-1D!'(n—2)! 4(@2n-3)2"(n— D! (n— 2)!

B (n—2)(n—3)2n —2)(2n — 3)(2n — 4)! _ 2(n—1)
C42n-=-3)2"(n—-1D)n-2)(n—-3)(n—4)!(n—-2)! 4.2"(n—2)!(n—4)!
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yaitu

~ (2n — 4)!
=4 = n ol tn = 2)l (n — 4)!

Dengan cara yang sama pula

B n—6+2)(n—6+1) (=4 -5)
-6 =" (hn—-(m-6)m+n—-6+1) n-6+2 =~ 6(2n —5) =t
__(n—4)(n—5) (2n —4)! (n—4)(n—5)(2n —4)!

6(2n—75) 221(n—2)(n—4)!  6(2n—5)2"2I(n—2)! (n— 4)!

B n—4)(n-502n—-4)2n—-5)(2n — 6)!
T 6(2n—-5)2"2l(n—2)(n—=3)!(n—4)(n —5)(n— 6)!

B 2(n—2)(2n —6)!
T 6.221(n—=2)(n—3)!'(n— 6)!

yaitu

B (2n —6)!
=6 = T n3I(n—3)In - 6)!

dan seterusnya. Umumnya jika n — 2m > 0,

(10)

(2n — 2m)!

nzm = (S o G ) (n = 2m)!

Penyelesaian persamaan diferensial Legendre (1) yang dihasilkan disebut polinom

Legendre berderajat n dan dinyatakan oleh P, (x). Dan (10) diperoleh

(11)
u (2n — 2m)!
Bt = ;(_1)m 2"m!(n —m)! (n — 2m)! anem
B et (2n —2)! I
S oS TrlUm-Dim—2 T
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dimana M = 23 atau (”2;1) yang merupakan suatu bilangan bulat.

Khususnya (Gambar 83).
(117)
Py(x) =1 Py(x) =x
1 1,
Py(x) = §(E’>x2 -1) P3(x) = E(Sx — 3x)
1 1
P(x) = 3 (35x* — 30x% + 3) Ps(x) = 3 (63x° — 70x3 + 15x)

dan seterusnya.

Fig. 104. Legendre polynomials

Ini disebut ortogonalitas polinom-polinom Legendre.
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Contoh Soal:

Dengan menggunakan (11°), akan dibuktikan dengan substitusi bahwa Py, ..., Ps

memenuhi persamaan Legendre

Penyelesaian:

Py(x) =yy=1
P(x)=y,=x

PG =y, =3 (322 = )

1
P(x) =y; = §(35x4 —30x% +3)

1
P3(x) = ys = 5 (5x° = 3x)

1
Ps(x) = ys = §(63x5 — 70x3 + 15x)
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