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Contoh fungsi 2 variabel:

f(x.y)

f(x.y)

X2+_y2
X2y+3y3

Fungsi 2 Variabel

f(x,y) =cosxsiny
f(x,y) = x2sin(xy?)
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Fungsi 2 Variabel
Contoh fungsi 2 variabel:

f(x,y) = x*+y?

f(x,y) =cosxsiny
fix,y) = x°y+3y°

f(x.y) = x?sin(xy?)
Sebelumnya telah dibicarakan mengenai fungsi satu
variabel dan turunannya.

Ingat bahwa definisi turunan fungsi f pada titik x = a adalah

fla) = jm =712 0

jika limitnya ada.

Lalu bagaimana dengan fungsi yang mempunyai variabel
lebih dari 1?
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Diferensial Partial

Misalkan f adalah sebuah fungsi dua variabel x dan y. Jika y
dianggap konstan (y = yp) maka f(x, yp) adalah fungsi dalam
variabel x. Turunan f terhadap x (turunan parsial f terhadap x)
didefinisikan

i fX7 _fX7
fi (X0, Yo) = XI|_>n3(0 ( yo)z — xf) 0, Y0) @
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Diferensial Partial

Misalkan f adalah sebuah fungsi dua variabel x dan y. Jika y
dianggap konstan (y = yp) maka f(x, yp) adalah fungsi dalam
variabel x. Turunan f terhadap x (turunan parsial f terhadap x)
didefinisikan

i fX7 _fX7
fi (X0, Yo) = XI|_>n3(0 ( yo)z — xf) 0, Y0) @

Di lain pihak, jika x dianggap konstan maka turunan f terhadap y
(turunan parsial f terhadap y) didefinisikan

. f(x0,y) — f(xo,
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Diferensial Partial

Misalkan f adalah sebuah fungsi dua variabel x dan y. Jika y
dianggap konstan (y = yp) maka f(x, yp) adalah fungsi dalam
variabel x. Turunan f terhadap x (turunan parsial f terhadap x)
didefinisikan

. f(x, — f(xo,
fx(Xo,}’o)lel_)n;O ( yoi_xf) 0:0)

(2)

Di lain pihak, jika x dianggap konstan maka turunan f terhadap y
(turunan parsial f terhadap y) didefinisikan

i va _fX,
fy (X0, ¥0) =y||_>rr}1/0 (X0 y}_yﬁ 0, Y0)

(3)

Definisi tersebut mirip dengan definisi dari turunan satu variabel,
dengan menganggap salah satu variabel sebagai konstanta.
Sehingga aturan-aturan dalam turunan satu variabel dapat
diterapkan di sini.
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Notasi

Berikut ini diberikan notasi alterfnatif untuk turunan parsial,
jika z = f(x,y)

0z  Of(x,
IS e

0z  Of(x,
hxy) = =5, (ayy)

Lambang 0 (dibaca do) merupakan lambang turunan
parsial.
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Contoh 1

Tentukan f(1,2) dan f,(1,2) jika f(x, y) = x2y + 3y°.
Jawab:
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Contoh 1

Tentukan f,(1,2) dan f,(1,2) jika f(x, y) = x2y + 3y°.
Jawab:

Untuk menentukan f(x, y), kita harus memandang y
sebagai konstanta. Dengan demikian, turunan fungsi f(x, y)
terhadap x adalah

f(x,y)=2xy +0

sehingga f((1,2) = 4.
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Contoh 1

Tentukan f,(1,2) dan f,(1,2) jika f(x, y) = x2y + 3y°.
Jawab:

Untuk menentukan f(x, y), kita harus memandang y
sebagai konstanta. Dengan demikian, turunan fungsi f(x, y)
terhadap x adalah

f(x,y)=2xy +0

sehingga f((1,2) = 4.
Sedangkan turunan fungsi f(x, y) terhadap y adalah

f,(x,y) = x® + 9y?

sehingga f,(1,2) =1+9.4 =37



Pertemuan 7

Krisnawan C O n tO h 2

Jika z = x2 sin(xy?), tentukan z, dan z,.

Notasi

Jawab:

Contoh 2

Contoh
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Contoh 2

Jika z = x2 sin(xy?), tentukan z, dan z,.
Jawab:
Turunan fungsi z = x? sin(xy?) terhadap x adalah
0z ox® ., ,0sin(xy?)
X — ox sin(xy<) + x —ax
= 2xsin(xy?) 4+ x?y? cos(xy?)
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Contoh 2

Jika z = x2 sin(xy?), tentukan z, dan z,.
Jawab:
Turunan fungsi z = x? sin(xy?) terhadap x adalah

0z ox® ., ,0sin(xy?)
x - Wsm(xy )+ x —ax

= 2xsin(xy?) 4+ x?y? cos(xy?)

Sedangkan turunan fungsi z = x2 sin(xy?) terhadap y

adalah 5
92 _ 5,8 2
ay ~ 2x°y cos(xy<)
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Orde Tinggi

Contoh

Turunan Parsial Orde Tinggi

Turunan parsial kedua dari fungsi f(x, y) adalah

fXX
f,Vy
fxy

fyX

0 (8f(x, y)) ~ P(x,y)

ox ox 0x?

9 (0f(x.y)\ _ 9Pf(x,y)

dy dy  oy?
9 (0f(x.y)\ _ 9*f(x.y)
oy ox oyox
a (9f(x,y)\ _ Pf(x,y)

= (f)x= == =\ )]

ox ay oxoy
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Contoh

Turunan Parsial Orde Tinggi

Turunan parsial kedua dari fungsi f(x, y) adalah

L0 () PHxy)

> ox 0x T Ox2
o (0f(x,y)\ _ 03f(x,y)

f,Vy = 37, - >
oy oy oy

0

0

Untuk fyxx didefinisikan

fyxx = (fy)xx = ((fy)X)x = 8(1

(

ox

dy

0

ox

(

of(x,y)
oy

8f(x,y)> _ P(x.y)

oyox

of(x, y)> Pf(x,y)

oxaoy

Sedangkan turunan parsial ketiga dari fungsi f(x, y) adalah
fxxx: fxxya nyX5 fyxx; fxyy, fyxya fyyXa dan fyyy-

)

0°f(x, y)

-~ Ox0x0y
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:
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Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:

o f(x,y,2) = y+3z

Contoh 1
Contoh 2
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Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:

o f(x,y,2) = y+3z

Contoh 1

Contoh2 f(x,y,z) = 2y+3x
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:
K(x,y,z) = y+3z
fz(x,y,z) = 2y+3x
fy(x,y,2) = (f)y=(2y+3x)y =2
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:

fk(x,y,z) = y+3z

fz(x,y,z) = 2y+3x

fy(x,y,2) = (f)y =(2y +3x)y, =2
hyz(X,¥,2) = ((K)y)z=((y +32)y)z=(1)2=0
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:
f(x.y,z) = y+3z
fz(x,y,z) = 2y+3x
fo(x,y,2) = (fz)y =2y +3x), =2
fyz(X,¥,2) = ((k)y)z=((y +32)y)z=(1)-=0
Tentukan Ty, Tyxw, dan Ty, jika T(w, X, y,z) = zeWA X2 +y?
Jawab:
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:
f(x.y,z) = y+3z
fz(x,y,z) = 2y+3x
fo(x,y,2) = (fz)y =2y +3x), =2
fyz(X,¥,2) = ((k)y)z=((y +32)y)z=(1)-=0
Tentukan Ty, Tyxw, dan Ty, jika T(w, X, y,z) = zeWA X2 +y?
Jawab:

Taw(w,x,y,2) = (T)w= (eW2+X2+y2)W _ opeW Ry
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:
fk(x,y,z) = y+3z
fz(x,y,z) = 2y+3x
fy(x,y,2) = (f)y =(2y +3x)y, =2
hyz(X,¥,2) = ((K)y)z=((y +32)y)z=(1)2=0

Tentukan Ty, Tyxw, dan Ty, jika T(w, X, y,z) = zeW Xy
Jawab:

Taw(W,X,y.2) = (Tp)w = (eV 1), = 2we" +¥°+/°

2 2 2 2 2 2
Taw(w,x,y,2) = (2xze" ™ 1%), = dwxze" 1Y
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Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,

Jawab:
o f(x.y.2) = y+82
conon L(X,y,Z) = 2y+3x
fy(X,y,2) = (f)y=(2y +3x), =2
hyz(X,¥,2) = ((K)y)z=((y +32)y)z=(1)2=0
Tentukan Tow, Taw, dan Ty, jika T(w, x,y, z) = zeW*+x*+¥°
Jawab:
TZW(W,X,y’z) — (Tz)w _ (ew2+x2+y2)w _ 2W6W2+X2+y2
Taw(w,x,y,z) = (2XZeWz+X2+y2)W _ Awxze Ry

Tye(w,x,y,2) = ((T))y)z = ((2yze" 7)),
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Fungsi Lebih dari 2 Variabel
Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,
Jawab:

f(x,y,2) = y+3z
f(x,y,z) = 2y+3x
fy(x,y,2) = (fz)y =2y +3x)y =2

hyz(X,¥,2) = ((hdy)z = ((y +32)y); = (1) =0

Tentukan Ty, Tiw, dan Ty jika T(w,x,y,2z) = ZeW X3 +y?
Jawab:

Taw(w,x,y,2) = (To)w= (e W2+x2+y2)w _ opeWt ety
Tw(w, X, y,z) = (2XZ€W2 X2+y) — 4wxzeW X +Y?
Tye(W.x.y.2) = ((Ty)y)z = ((2yze" +"),),
(22" T°H 4 4yRzeW N,
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Jika f(x,y,z) = xy + 2yz + 3zx, tentukan fy, f;, f,, dan fy,

Jawab:
o h(x,y,z) = y+3z
oot f,(x,y,z) = 2y+3x
fy(x,y,2) = (f)y=(2y+3x)y =2
ontoh fyz(X,¥,2) = ((K)y)z=(y +32)y),=(1)=0
Tentukan Ty, Tiw, dan Ty jika T(w,x,y,2z) = zeW Xy
Jawab:

Tow(W,x,y,2) = (Tp)w= ("1, =2we” ++/°
Tw(W,x,y,2) = (2xze"t°HY%), = 4wxze" t¥°+y*
Te(W.x,y.2) = ((Ty)y)z = ((2yze"" ")),
(226W +x24y? +4,V zeW +x2+y? )

_ oW XPty? + 4y 2 WP x2+y?
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Latihan

Latihan

© Tentukan semua turunan parsial pertama dari fungsi
berikut.

a f(x,y) = (2x — y)* b f(x,y) = (4x — y?)?
¢ f(x,y) = e cosy d f(x,y)=Vx-y?
e f(s,1) = In(s? — £) ff(w,2)=wsin™" (%)

g f(x,y) =ycos(x*+y?) h f(x,y,z) =2zy\/x* +y?
@ Tentukan semua turunan parsial kedua dari soal no 1
diatas.
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