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ABSTRAK

Evalusi distribusi gabungan merupakan bagian penting dalam matematika asuransi dan
manajemen resiko. Perbandingan evalusi distribusi gabungan menggunakan algoritma
konvolusi dan rekursi Panjer akan dikaji ditulisan ini.

Kata Kunci: Distribusi Gabungan, Rekursi

1. Pendahuluan

Salah satu pilar dalam teori resiko klasik dan asuransi adalah evaluasi distribusi
gabungan. Adapun model matematika dari model resiko kumpulan (collective risk model)
adalah sebagai berikut.

Diberikan N adalah jumlah klaim yang terjadi dari suatu portofolio polis dalam suatu
rentang waktu tertentu, dan X; adalah besar klaim ke-1, X, besar klaim ke-2, dan seterusnya.

Total klaim dari portofolio dalam periode tersebut adalah, S = X, + X, +...+ X, . Jumlah klaim

yang terjadi, N, adalah variabel random dan berkaitan dengan klaim frekuensi. Asumsi yang
digunakan untuk mempermudah dalam mempelajari model resiko kumpulan S di atas yaitu,

i Xy, Xy, ... iid

ii.  variabel random N, Xy, X, ... saling independen

Teorema 1. (Bowers, et. al., 1997) Diberikan variabel random total klaim S yaitu

S =X, + X, +...+ X, dengan variabel random N jumlah klaim dan X; iid.

a. E(S)=E(X)E(N).

b. Var(S)=E(N)Var(X)+(E(X)) Var(N).
c. mg(t)=my (logm, (t)).
bukti:

E(S)=E(E(S|N)).
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b. Dengan menggunakan dekomposisi variansi diperoleh,
Var(S)=E(Var(S|N))+Var(E(S|N)).
=E(NVar(X))+Var(Nu)
— E(N)Var(X)+(E(X)) Var(N)
c. my(t)= E(E(e®[N)).
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Pemilihan distribusi dari N akan berpengaruh pada distribusi dari S. Terdapat beberapa
bentuk khusus yang sering digunankan dalam analisa model resiko, yaitu untuk N berdistribusi
Poisson, maka S berdistribusi gabungan Poisson, dan untuk N berdistribusi binomial negatif, S

berdistribusi gabungan binomial negatif.

Teorema 2. (Bowers, et. al., 1997) Untuk N [ POI (1), S disebut distribusi gabungan Poisson

dengan E(S)=AE(X), Var(S)=AE(X*)dan mq (t)=expA(m, (t)-1).



2. Algoritma Konvolusi

Untuk mengevaluasi distribusi gabungan S, ada beberapa pendekatan yang dapat
dilakukan yaitu algoritma Konvolusi, algoritma Rekursi untuk kelas distribusi yang lebih besar
dalam, Fast Fourier Transform (FFT), sparse vector, dan lain — lain. Dalam tulisan ini penulis
akan mengkaji algoritma Konvolusi dan Rekursi dalam evaluasi distribusi gabungan. Adapun

definisi Konvolusi untuk distribusi gabungan adalah,

Teorema 4. Konvolusi (Kass R., 2008)
Distribusi bersyarat S untuk N = n adalah,

FS(S):P(SSS):iP(Xl+...+ Xy <s|N=n)P(N=n),

n=0

atau dapat dituliskan dalam  bentuk lain Fs(s):iP*”(s)P(N:n), dan

n=0

Contoh 1. Diketahui jumlah klaim N berdistribusi Poisson dengan A =2. Diasumsikan
N
S :;Xi , dengan P (X =1)=%, dan P(X =2)=P(X :3)=%. Tentukan distibusi dari S.
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Untuk jumlah klaim N berdistribusi Poisson dengan 4 =2, P(N =n)=f (n)= € |2 :
n!

Distribusi S akan ditentukan menggunakan metode konvolusi. Dari Definisi 1., diperoleh tabel
konvolusi sebagai berikut,

Dapat dilihat bahwa evaluasi distribusi gabungan menggunakan algoritma konvolusi
sangat rumit dan membutuhkan perhitungan yang sangat banyak terutama ketika n semakin

besar. Algoritma rekursi adalah salah satu pendekatan lain untuk distribusi gabungan.



3. Algoritma Rekursi Panjer
Algoritma berikutnya yang dapat digunakan untuk mengevaluasi distribusi gabungan
adalah Algoritma Rekursi Panjer. Banyak dijumpai algoritma rekursi lain diliteratur dengan

relasi yang hampir sama dengan algoritma Rekursi Panjer.

Teorema 5. (Kass R., 2008)

Distribusi gabungan S dengan N adalah jumlah klaim vyang terjadi dengan

M:(a—}-g) atau dapat ditulis dalam notasi lain g, = qn_l(a+9j, untukn=1,2,.,
P(N=n—1) n "

dan X; adalah besar klaim ke — i dengan x>0, vx € X, adalah

Pr[N =0] , jika p(0)=0
f(0)= .
{mN (log p(0)) . jika p(0)>0

f(s) #i(a+b—hjp(h)f(s—h), s=12,.... (3.1)

:1—ap(0) i s

bukti:

Untuk s = 0, dengan menggunakan f(s)=P(S =s)=iP(X1+...+ Xy =5|N= n)P(N =n)

n=0

(Teorema 4.), diperoleh bahwa p(0)=0 maka f(0)=Pr[N =0], dan untuk jika p(0)>0

maka f(0)=m, (log p(0)).

Untuk s =1, 2,..., dibentuk T, =X, + X, +..+ X, . Ada k iid variabel, dengan X; dan k - 1

variabel yang lain iid dan simetris, jelas E(a+%|Tk = sj:a+9[éj: a+E (1)
s s
Harga harapan tersebut dapat pula dinyatakan dalam bentuk,
bX : bh S bh\P(X,=h)P(T,-X,=s-h) ..
E| a+—L[T :sj: a+—P(X,=h[T, =s)= (a+—j : kl (ii)
( s|k hzz(; S (X, =A[, )h:() s P(T, =)

Dari (i), (ii) dan relasi q, = qn_l[a+%j , diperoleh Distribusi gabungan S yaitu



:quli(a"'@) P(Xl =h)P(Tk - X :S_h)P(Tk :s)

h-0 S P(T,=5s)
=qu_1§(a+b—:jP(Xl=h)P(Tk—X1=s—h)
:g(aJr%jP(Xl_h)gq“P(Tk X, =s-h)

:hszo(m%jp(h)f(s_h)
:ap(o)f(s)+§[a+b_:jp(h)f(s_h)
diperoleh,
f(s):l_alp(o) h:(a+b—:jp(h)f(s—h). -

Algoritma rekursi Panjer hanya dapat digunakan untuk distibusi yang memenuhi relasi
Teorema 5., dan distribusi — distribusi itu adalah distribusi Poisson, Binomial Negatif, dan
Binomial. Berikut formula rekursi untuk distribusi gabungan Poisson, Binomial Negatif, dan

Binomial,

i.  Distrbusi Poisson (0) memenuhi q, :qn_l(a+%j , dengan dengan a=0 dan b=6>0.

Persamaan 3.1 untuk distribusi Poisson (&) adalah,

-0 00
Pr[N:O]:e 0 =e”’, jika p(0)=0

f(0)= 0!
my, (log p(0)) = exp(@( p(O)—l)) —¢ PO jika p(0)>0

£(s)=2> ohp(h) f(s—h), s=12....
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Contoh 2. Tentukan distibusi dari S pada Contoh 1. dengan algoritma Rekursi Panjer.
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Diketahui distribusi gabungan Poisson dengan dengan A=2 dan P[X :1,2,3]:%,

Dengan Teorema 5. diperoleh,

f(s) :%(2.1.p(1) f(s—1)+22p(2)f(s-2)+23.p(3) f (s-3))
:%(2.1%; (s-1)+4.7.F (s-2)+6..f (s—3)j

1

:—(f (s-1)+ f(s-2)+ 2.8 (3_3)j

S
untuk s =1,2,.... Diperoleah,
f.(0)=e?,

-7 =",
() =2 (f, (1) + 1, (0)) = =(e 7 +e?) =
S 2 S S 2 '

e :é( L)+ Lot (O)j=%(e‘2 e +ge-2j=%e-2.

Contoh implementasi rekursi Panjer dalam program R dengan menggunakan Panjer.Bin

function yaitu,

Distrbusi Binomial Negatif (r,&) memenuhi qn=qn_l(a+%j, dengan a=1-6, dan

b=a(r-1)=(1-6)(r-1). Dengan &=1-a dan r:1+g sehingga O<a<1 dan

a+b>0, atau a=1-6, dan b=a(r-1)=(1-6)(r-1). Persamaan 3.1 untuk distribusi

Binomial Negatif (r,8) adalah,



Pr(N =0]=(r+3_1}9f (1-6)’ =¢", jika p(0)=0

0

m,, (log p(O)):(l_(l_a) p(O)] ,  jikap(0)>0

Contoh implementasi rekursi Panjer dalam program R dengan menggunakan Panjer.Bin

function yaitu,

Distrbusi Binomial (k,8) memenuhi qn=qn_1(a+%j, dengan atau azﬁ, dan

a
a-1

b=(1+k)(%}. Dengan 6= dan k:—bjr?a, sehingga a<0 danb=-a(k+1),

Persamaan 3.1 untuk distribusi Binomial (k,8) adalah,

{(0)= Pr[N :0]:(2}90 (1-60)" =(1-0) , jika p(O):O.

m, (log p(0)) =(1-6+0e*") =(1-0+6.p(0))" , jika p(0)>0



0-1-60p(0) = s
~ —0 s _+(1+k)h . .o

Contoh implementasi rekursi Panjer dalam program R dengan menggunakan Panjer.Bin

function yaitu,

4. Kesimpulan

Algoritma rekursi Panjer mempermudah evaluasi dari distribusi gabungan dibandingkan
algoritma konvolusi. Akan tetapi algoritma rekursi hanya dapat dijalankan untuk distribusi
gabungan tertentu saja yaitu distribusi gabungan Poisson, Negatif Binomial, dan Binomial.
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