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A. JUDUL PENELITIAN

“ ldentifikasi Sifat-Sifat Nilai Eigen dan Vektor Eigen Matriks atas
Aljabar Max-Plus”

B. ABSTRAK RENCANA PENELITIAN

Aljabar maxplus memiliki peranan yang sangat banyak dalam menyelesaikan
persoalan di beberapa bidang seperti teori graf, kombinatorika, teori sistem, teori antrian
dan proses stokastik. Hal ini telah dibahas dalam beberapa buku dan jurnal seperti
Bacelli,et.al (2001), Heidergott, (1999), Fleming, (2004), Menguy, et.al (2000). Hal ini
disebabkan aljabar max-plus mampu menguraikan suatu tipe tertentu dari sistem nonlinear
dalam sudut pandang aljabar linear menjadi sistem linear dalam sudut pandang aljabar
max-plus. Kelinieran ini akan memudahkan dalam penganalisaan sistem yang dikaji.

Dalam aljabar linear dan aplikasinya, nilai eigen dan vektor eigen memiliki peranan
penting salah satunya dalam menganalisis suatu sistem. Tidak adanya invers terhadap
operasi pertama dalam aljabar max-plus, mengakibatkan kesulitan ketika akan menerapkan
metode —metode yang sudah dikenal dalam aljabar linear seperti misalnya untuk
menentukan solusi persamaan Ax = b. Beberapa peneliti di bidang aljabar max-plus, seperti
F. Bacelli dan Peter Butkovic telah menunjukkan eksistensi dan metode untuk menentukan
nilai eigen dan vektor eigen dari suatu matriks atas aljabar max-plus.

Berberapa hal yang cukup menarik untuk diteliti antara lain metode menentukan
nilai eigen dan vektor eigen pada matriks atas aljabar max-plus serta sifat-sifat nilai eigen
dan vektor eigen seperti halnya pada aljabar linear yang sudah dikenal. Sejauh yang kami
ketahui, belum diteliti masalah sifat — sifat nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar max-
plus, misalnya jika A merupakan nilai eigen A, apakah nilai eigen AA = A1 ?. Berdasarkan
hasil-hasil tersebut, dalam penelitian ini akan diselidiki tentang sifat —sifat lebih lanjut dari
nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas aljabar max-plus.

C. PENDAHULUAN
1. Latar Belakang Masalah
Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi, para peneliti dituntut
untuk terus melakukan inovasi dan usaha yang terus berkesinambungan dalam menghadapi

persaingan dan untuk mewujudkan kesejahteraan umat manusia. Kemajuan pesat dalam
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teknologi informasi tidak lepas dari perkembangan riset dalam bidang ilmu dasar. Oleh
karena itu peneltian di bidang ilmu dasar tidak bisa ditinggalkan.

Teori aljabar max-plus mampu menguraikan suatu tipe tertentu dari sistem
nonlinear dalam sudut pandang aljabar linear menjadi sistem linear dalam sudut pandang
aljabar max-plus. Kelinieran ini akan memudahkan dalam penganalisaan sistem yang
dikaji. Aljabar max-plus adalah suatu subklas dari Sistem Event Diskrit (SED). Pendekatan
aljabar maxplus dapat menentukan dan menganalisa berbagai sifat sistem, tetapi pendekatan
hanya bisa diterapkan pada sebagian klas SED yang bisa diuraikan dengan model waktu
invarian max-linear (aljabar max-plus). Subklas ini adalah subklas dari waktu invarian SED
deterministik yang dapat digunakan untuk menganalisa perilaku suatu sistem yang ada.
Beberapa literatur yang memuat pembahasan mendalam tentang aljabar max-plus antara
lain dapat ditemukan dalam F. Baccelli dkk, (1992) , B. Heidergott dkk, (2006) dan
Butkovic ( 2010).

Matriks merupakan salah satu alat matematis untuk menyelesaikan berbagai
masalah dalam bidang keilmuaan. Pembahasan tentang nilai eigen dan vektor eigen dalam
dari suatu matriks relative terhadap suatu struktur aljabar merupakan bagian yang tidak bisa
ditinggalkan. Oleh sebab itu, melalui penelitian diinginkan kajian yang mendalam tentang
nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar max-plus yang memiliki aplikasi di berbagai

bidang keilmuan.

2. Rumusan Masalah
Masalah dalam penelitian ini dirumuskan sebagai berikut.
1. Bagaimana menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas aljabar max-plus?

2. Bagaimana sifat-sifat nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas aljabar max-plus?

3. Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengkaji metode untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas
aljabar max-plus
2. Mengidentifikasi sifat-sifat nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas aljabar
max-plus

4. Manfaat Penelitian



Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Memeperluas kajian tentang nilai eigen dan vektor eigen dari matriks atas aljabar
max-plus

2. Mengembangkan penelitian dalam bidang ilmu dasar untuk kemajuan sains dan

teknologi.

D. KAJIAN PUSTAKA
1. Aljabar Maxplus

Aljabar maxplus adalah himpunan R U {-}, dengan R himpunan semua bilangan

real yang dilengkapi dengan operasi maksimum, dinotasikan dengan @ dan operasi

penjumlahan, yang dinotasikan dengan ® . Selanjutnya ( R v {-}, @, ® ) dinotasikan
dengan Rmax dan {-o} dinotasikan dengan & Elemen & merupakan elemen netral terhadap

operasi @ dan 0 merupakan elemen identitas terhadap operasi ®. Struktur aljabar dari Rpyax

adalah semifield, yaitu :

1. ( Ry {-}, ®) merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral {-o}

2. (R {-0}, ® ) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas O

3. Operasi @ dan ® bersifat distributif

4. Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ® , yaitu

Vae Rux ,c®a=a® ¢g=¢

2. Matriks atas Rmax

Dalam aljabar linear, jika F field, maka dapat dibentuk suatu matriks berukuran
m x n dengan entri —entrinya adalah elemen —elemen F. Hal yang serupa dapat dikerjakan

pada Rmax , Yaitu dapat dibentuk matriks A berukuran m x n dengan entri-entrinya elemen

Rmax.



Operasi @ dan ® pada matriks atas aljabar maxplus didefinisikan sebagai berikut:

(1) (A@ B)ij = Aij ® Bij
) (A® B)ij = C"kB(Aik ® Bkj)

Contoh :

Jika A= 12 dan B = 27 , maka
23 1 -3

1 2} {-2 7} {1@-2 2@7} [1 7}
ADB= ® = = dan
23 1 -3 2®1 3®-3| |1 3

{1+(-2}0{2+3 {1+7}0{2+(-3)} ]| [3 8
{-2+(-2}@ {3+ {-2+7}@{3+ (—3)}} - [4 5}

A®B =

Jika ( Rmax)" ™ " menyatakan himpunan semua matriks dengan entri-entrinya elemen Rpax, ,

0. iikai | | N
=" 4an matriks & dengan €)ij = &V i j

maka matriks E dengan (E); :{ jikai # |
g, #

berturut— turut merupakan matriks identitas dan matriks nol. Jadi ,

(1) (E®A)=(A®E)=Auntuk setiap A €( Rma)" ™" ;

Q) (EDA)=(A®E)=A untuk setiap A € (Rmax)""".

n xn

Perlu diperhatikan bahwa ( Rmax) bukan merupakan semifield, tetapi merupakan

nxn

semiring, sebab terhadap operasi ® (Rmax ) tidak komutatif dan tidak setiap

A e(Rmax)" " mempunyai invers .

3. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Matriks atas Aljabar Max-plus
Berikut merupakan kajian tentang nilai eigen dan vektor eigen matriks atas aljabar
max-plus yang tulis oleh Subiono. Pengertian nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik
yang bersesuaian dari suatu matriks persegi A berukuran nxn sebagaimana dijumpai
dalam aljabar linear biasa juga dijumpai dalam aljabar max-plus, yaitu bila diberikan suatu
persamaan:
AR®X =A@ X



dalam hal ini masing-masing vector xeR!_dan skalar 1 <R dinamakan vektor

max

karakteristik dan nilai-karakteristik dari matriks A dengan vector X #(g,---,&)'. Tanda ’

yang telah digunakan menyatakan transpose.

Contoh : Diberikan matriks

3 8 3 8 2 8 2
A= , maka ®| |= =6®| |.
4 5 4 5 0 6 0
4.
Terlihat bahwa nilai-karakteristik dari matriks A adalah 1 =6 dan vektor karakteristiknya

adalah
2
ol

Selanjutnya dibahas suatu graph berarah dari suatu matriks AeR

nxn
max

. Suatu graph
berarah dari matriks A dinotasikan oleh G(A) = (E, V). Grap G(A) mempunyai n titik,
himpunan semua titik dari G(A) dinyatakan oleh V. Suatu garis dari titik j ke titik iada
bila a ; #¢, garis ini dinotasikan oleh (j,i). Himpunan semua garis dari grap
G(A) dinotasikan oleh E . Bobot dari garis (],i) adalah nilai dari a, ;. Bila a, ; = &£, maka

garis (J,1), tidak ada. Suatu barisan garis

(il’iz)' (i2’i3)"“’(il—l’il)
dari suatu graph dinamakan suatu path. Suatu path dikatakan elementer bila tidak ada titik

terjadi dua kali dalam path tersebut. Suatu sirkuit adalah path elementer tertutup, yaitu
(iy,i, ), (ip,i5),---, (i, i, ). Bobot dari suatu path  p = (i, i, ), (i,,i;),---, (i, i, ) diberikan oleh

@+, +ay, ),
sedangkan bobot rata-ratanya adalah bobot dari p dibagi oleh banyaknya garis dalam p,
yaitu

(aizyi1 +a tee T )/I -1.
Sirkuit mean adalah bobot rata-rata dari suatu sirkuit. Sebarang sirkuit dengan sirkuit mean
maksimum dinamakan sirkuit Kkritis. Suatu graph dikatakan strongly connected bila suatu

path ada untuk setiap titik i ke setiap titik j. Dalam hal yang demikian matriks yang



terkait dengan grap G(A) ini dinamakan matriks taktereduksi. Sedangkan bila grap
G(A)tidak strongly connected, maka matrik A adalah tereduksi.

Gambar grap G(A) dari Contoh 1 diberikan dalam Gambar 1. Dalam gambar ini ada
tiga sirkuit yaitu (11); (1,2),(21) dan (2,2). Masing-masing sirkuit mempunyai sirkuit

mean %: 3,%= 6 dan ?=5. Terlihat bahwa sirkuit mean maksimum adalah 6 terjadi

pada sirkuit (1,2),(2,1). Dalam hal ini sirkuit (1,2),(2,1) dinamakan sirkuit kritis dari grap
G(A).

Gambar 1: Grap G(A)

Juga terlihat bahwa graph G(A)dalam Gambar 1 adalah strongly connected. Intepretasi
dari nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik dalam Contoh 1 adalah sebagai berikut:
Misalkan ada dua kota dan pada masing-masing kota terdapat stasiun kereta S, dan S, .
Ada dua jalur transpotasi, yaitu jalur dalam dan luar. Jalur luar adalah untuk melayani
masyarakat yang bertempat tinggal dipinggiran kota. Diasumsikan pada jalur luar S, dan
S, beroperasi masing-masing satu kereta dan pada jalur dalam beroperasi dua kereta.

Masing-masing kereta  beroperasi pada jalurnya masing-masing, yaitu kereta yang
beroperasi pada jalur luar tidak bisa beroperasi di jalur dalam, begitu sebaliknya. Angka 3

pada jalur luar menunjukkan lama perjalan kereta dari S, kembali ke S;. Angka 5 pada
jalur luar menunjukkan lama perjalan kereta dari S, kembali ke S,. Angka 4 pada jalur
dalam menunjukkan lama perjalan kereta dari S, ke S,. Angka 8 pada jalur dalam
menunjukkan lama perjalan kereta dari S, ke S;. Keberangkatan kereta pada jalur dalam
dan luar baik dari S;dan S, beroperasi tidak secara bebas, yaitu keberangkatan kereta dari

S, harus menunggu kedatangan kereta dari S, , begitu sebaliknya keberangkatan kereta dari



S, harus menunggu kedatangan kereta dari S;. Hal ini untuk menjamin bahwa setiap
penumpang kereta dari mana saja posisi asalnya bisa pindah kereta supaya mencapai tujuan
yang diinginkan. Selanjutnya bila x (k) dan x,(k) masing-masing adalah waktu saat
keberangkatan kereta di S, dan S, pada saat yang ke-k dengan k=0123,---, maka
didapat

X (k +1) = max{3+ x,(k),8+ x,(k)}
X, (K +1) = max{4 + x,(k),5+ x, (k)}

dengan menggunakan notasi max-plus aljabar didapat

X (k +1) =3® x (K) ®8® x, (k)
X, (k +1) = 4® x (k) © 5 ® x, ()

Selanjutnya, dengan menggunakan notasi matriks didapat
x(k+1)| |3 8 ® X, (k)
X,(k+1)| |4 5] |xk)|
Evolusi sistem dalam Contoh 1 diberikan oleh persamaan

x(k +1) = A® x(k),k =012, - @)

%, (k)
X, (K)

matriks A, maka sistem (2) akan beroperasi secara periodik de-ngan periode sebesar nilai-

3 8
dengan x(k) :[ } dan A= [4 5}. Bila dipilih x(0) adalah vektor-karakteristik dari

karakteristik 4 = 6. Hal ini sesuai dengan bentuk per-samaan berikut :
x(k +1) = A® x(k) = 2P ® x(0),k =0,1,2,--- (3)
Sehingga dengan menggunakan Persamaan (3) didapat barisan keberangkatan ke-

reta x(k) yang periodik dengan periode sebesar 6:
2((8(|[14]120||26|]|32
0[16]|12|18[|24]|30]

Berikut ini diberikan contoh dari dua matriks tereduksi yang pertama mempunyai nilai-
karakteristik yang kedua tidak tidak mempunyai nilai karakteristik.

Contoh : Diberikan matriks



Didapat
1 2 0 3 0
® |=| |=3®] |.
e 3 1 4 1
0
Terlihat bahwa matriks A mempunyai nilai karakteristik 3 dan vektor karakteristik L}

Tetapi matriks B tidak mempunyai nilai karakteristik, walaupun B merupakan transpose

dari matriks A.

E. METODOLOGI PENELITIAN
Jenis penelitian ini adalah penelitian pengembangan yang bertujuan untuk
mengembangkan hasil-hasil yang telah diperoleh pada kajian tentang aljabar max-plus.

Adapun bagan alir peneltian ini adalah sebaga berikut :

Persiapan: mengumpulkan referensi

A 4

Pelaksanaan penelitian: identifikasi sifat —
sifat nilai eigen dan vektor eigen

A 4
Evaluasi hasil penelitian

A 4

Output :
Hasil identifikasi, laporan dan jurnal
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G. JADWAL KEGIATAN PENELITIAN
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menyusun rencana penelitian
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penelitian
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