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Abstrak

Himpunan semua bilangan reRl0 {+«} yang dilengkapi dengan
operasi minimum sebagai operasi penjumlahan damasp@enjumlahan
sebagai operasi pergandaan membentuk strukturaaljgéng dinamakan
semiring idempoten. Karena operasi penjumlahan gadaring idempoten
tidak mempunyai invers, maka metode yang digungeda lapangan atau
ring untuk menentukan solusi persamaan= b tidak dapat diterapkan.
Untuk itu, dalam makalah ini akan dibahas metodelumenentukan solusi
persamaan linear berbentdX = B atas aljabar min-plus.

Katakunci: persamaan linear, semiring idempoten, aljabarphia

PENDAHULUAN

Aljabar min-plus, yaituR O {+»} denganR adalah himpunan semua bilangan real yang
dilengkapi dengan operasi minimum dan operasi peajuian, memiliki beberapa aplikasi antara
lain dalam memodelkan jaringan telekomunikasi,lilsas danvideo smoothingMelalui aljabar
min-plus masalah nonlinear dapat diselesaikanrsepasalah linear dalam aljabar linear. Sebagai
contoh diketahui dua bis tranportasi umum berandkai terminal keberangkatan yang berbeda,
tetapi menuju suatu terminal tujuan yang samanfétaya dari terminal tujuan ini, akan berangkat
bis ke-tiga setelah salah satu dari dua bis tetsdtau Jika waktu keberangkatan kedua bis tersebut
berturut-turut adalah adalah x, dan waktu perjalanan berturut-turut adadakana,, maka waktu
keberangkatan bis ke-tigax{) dapat disajikan sebagag = min (X, + a;, X, + &, ). Dalam aljabar
min-plus, persamaan ini dapat disajikan sebagai(x; [ a; ) O (X, O a, ), dengari]d menyatakan
operasi minimum dari] menyatakan operasi penjumlahan. Persamaan teraebidg dengan
persamaams = ax + ax, dalam aljabar linear.

Perbedaan yang cukup berarti dari struktur aljabigw-plus dengan struktur aljabar lain
seperti lapangan atau ring terletak pada tidak yadmvers terhadap operdsipada aljabar min-
plus. Oleh karena itu, pada persamaan x = a [0 y, tidak dapat langsung disimpulkars y. Hal
ini mengakibatkan metode untuk menyelesaikan pexaaenl] x = b pada aljabar min-plus sangat
berbeda dengan metode menyelesaikan persamaan piaga lapangan atau ring. Ditinjau dari
struktur aljabarR O {+} terhadap operasi minimum merupakan monoid kornfutingan
elemen identitas {&}. Akibatnya untuk menyelesaikan persamaai x = b pada aljabar min-
plus digunakan konsep urutan pada lattice.

Selanjutnya persamaam 0 X = b dapat diperluas menjadi sistem persamaan linear,

misalnya %0 8;%= (1)

ayuX U a,X%= b,

Dalam hal ini, symbol operasi tidak dituliskan seperti halnya pada 2 yang ditulis sebagaia2
Persamaan (1) dapat ditulis dalam bentuk matrikgatberikut:

N bR
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Berdasarkan uraian di atas, dalam makalah ini dkzhas hal-hal sebagai berikut:
1. Metode menentukan solusi persamaAarr b pada aljabar min-plus.

2. Cara menentukan ada tidaknya solusi persaaarb pada aljabar min-plus.

PEMBAHASAN
1. Aljabar Min-plus
Aljabar min-plus merupakan himpunaR [0 {+o}yang dilengkapi dengan operasi

minimum, dinotasikan dengaml, dan operasi penjumlahan yang dinotasikan dengan
Selanjutnya RO {+}, [, [0 ) dinotasikan dengaRy,. Jadi, dalanRy,: 30 4=min (3,4)=3
dan 30 4 = 3 + 4 = 7. Sifat —sifat yang berlaku dalgm, antara lain :

a) xUO(yOz)=min (x, min(y,2)= min(min (xy),z)= Oy Oz

b) x 0O {+c0} = min (X, +00 ) =X

c) x0O {+oo} = x+ {+oo} = {+ 0}

d) xO0=x+0=x

e) xOylz=x+(y+z)=(x+ty)+z=(xOy Oz

) xOy=x+y=y+x=y[x

9) xU(X)=x+(x=0

h) xO(ydz)=x+(min,2)=min (x+y,x+2=(x0Oy) 0 ( xO2z)

Dari sifat —sifat di atas, terlihat bahwac{} merupakan elemen netral terhadap opelrasi
dan 0 merupakan elemen netral terhadap opgéra€ileh karena itu, ditinjau dari struktur aljabar
Rnin merupakan semiring, yaitu :

i. (RO {+o}, O) merupakan monoid komutatif dengan elemen nétral
i. (RO {+o}, O0) merupakan monoid dengan elemen netral 0
iii. Operasid terhadap] bersifat distributif
iv. Elemen netral terhadap operasiyaitu {+wo} bersifat menyerap terhadap operasiJadi

X O {+oo} = {# oo} [J x = {+oo}, IX U R

Lebih khususR» merupakan semifield, yaitu :
R Rmin merupakan semiring
i. (R, 0) merupakan grup komutatif

Selanjutnya karena operasibersifat idempotent, yaita [ x = X, untuk setiapx [ Ruyin,
makaR,;, merupakan semifield idempotent. Dalam teoremaadidh ini ditunjukkan bahwa sifat
idempotent mengakibatkan tidak adanya invers teqhvagierasi tersebut.

Teorema 1. Jika pada suatu semiring S operasipada bersifat idempotent, maka elemen invers

terhadap operadil tidak ada.

Bukti :

MisalkanS semiring dengan elemen netral terhadap opérasialahe. Ambil sebarang #¢ 0 S

Andaikan terdapat ¥ S sehingga X1 y = y O x. Karenal bersifat idempotent, maka
x=xOe=xO(xOy)=xOx)Oy=x0Oy =¢.

Kontradiksi dengam # «.

2. Matriksatas Aljabar Min-plus

Dalam uraian di atas, telah dibahas bahwa aljafiarplus (R O {+c}, min, + )
merupakan semifeild idempotent. Selanjutnya sepada lapangan, jika diberikan suatu semifield
idempotentR.;,, dapat dibentuk matriks dengan entri-entrinya elemlemerR,,. Operasi] dan
0 pada matriks yang telah terbentuk didefinisikdmagai berikut:

(1) (AUB),; =A0B
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(2) (A0 B); =9(A|k 0g)

Contoh 2.
_ [0 2 {2 1
Jika A= danB = , maka
-2 1] 1 2
[0 2] ﬂzj {@-22}?{-2}
Al B= O = = dan
-2 1] 1 211 2
ADB= 0 2[ﬂf2 j{(owem (2 1) (0+3) @ ? { 21
-2 1] 1 (2+4(-2)0 @ 1) (2+3) 4 2)

)nxn

Selanjutnya didefinisikan Rmin sebagai himpunan semua matriks berukurann
dengan entri-entrinya elemé®,,. Elemen netral terhadap operasidan elemen netral terhadap
0, jikai =]
operasill dalam (Ry, )" ™" berturut-turut adalah matriks dengan(E); = : o J _ dan
+oo, jikai # |
matrikse dengang); = +oo,untuk setiap danj . Jadi,
(1) (EOA)=(A0E)=Auntuk setiagA O( Ryin)" ™" ;
(2) tO0A)=(A0¢e)=A, untuk setiagd O (Ryin)" ™"

Berikut ini beberapa sifat matriks atas aljaban-pius :
Sifat 3. Jika A, B, CJ(Rwin )" ™" maka berlaku :
(DAO(BOC)=(AOB)OC
(2)AOB=BOA
)AO(BOC)=(AOB)OC

@4 AO(BOC)=(AOBO(AOC)
B)(AOB)OC= (AOC)O(BOC)

(6) A A=A

Bukti :

LAO(BOC)=A0B;OUC)=A;0B)0C;=[(AOB)OC];.
2. [AOBJy=A; 0B =B; 0 A =[BUA];.

[AD(BO O), QAJQ%DQJ

fa08.0G
kﬁ(DAk 0 BKljD G
=[(ADB)OC],

4,[AD(BD C)]i]. szlAk(BquJ)

él((Ak 08)0(AD CKJ))
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(Bncal(gase,
:KAD@D(ADQL
(AO B G
ﬂ%ﬂ%ﬁﬂﬁﬂ%»
(ADG)00(BOG)
(ADC)D(BD(:)]ij

6.[ADA =AOA=AE

Berdasarkan sifat-sifat di atasR{,)" " bukan merupakan semifield, tetapi merupakan segnir
idempotent.

1
s

5KAD&DQL

=
1
[y

11
] ?ﬁ_D:

1
—x

3. Lattice
Lattice berkaitan dengan konsep tentang urutams#&p ini akan digunakan untuk

menyelesaikan persamaan linear berbeatuk b pada aljabar min-plus.
Definis 4. Diberikan E sebarang himpunan tak kosong damelasi biner pada E. Relast
dikatakan relasi urutan parsial jika memenuhi:

1. Ox[E, x<x (refleksif)

2. [Ix,y/[JE, jika x<y dan y< x, maka x =y (.antisimetris)

3. [Uxy,z[JE, jika x<y dan y< z, maka x z ( transitif)

Contoh 5.

1. Relasi“ =" pada setiap himpunan merupakan relagian parsial.
2. Relasi “ | “ padaN = himpunan bilangan asli , yaifia,b O N, a | b, jika dan hanya jika

terdapatc O N, sehinggab = ac yang disebut dengan relasi keterbagian merupaiasir

urutan parsial.

3. Misal M, « o( R) menyatakan himpunan semua matriks berukurann, dengan entri-
entrinya di dalaniR. Relasik padaM,, «,( R) yang didefinisikan sebagai:
OABOMs«n(R),A<B = a; <bj ,untuk setiapi = 1,2,...ndanj=1,2,...n merupakan
relasi urutan parsial.

Definis 6. Suatu himpunan tak kosong E yang dilengkapi relmstan parsial < “ pada E
dinamakan PosdtPartially Ordered Sgtdandinotasikan dengaE, <).

Selanjutnya pada poset akan didefinisikan bats @n batas atas terkecil dari sebagai
berikut.
Definis 7. Diberikan ( E, <) posetdan{ a,b} [0 E. Suatu c//E dinamakan batas atas ddm,b}
jika a<c dan Ix c. suatu d/E dinamakan batas atas terkecil dari {a,b} jika :
0] d merupakan batas atas ddm,b} dan
(i) jika c [7E batas atas dafia,b} maka d<c.
Selanjutnya batas atas terkecil dd,b} dinotasikan dengan@hb.

Analog dengan batas atas, di bawah ini diberikdimidebatas bawah dan batas bawah
terkecil.
Definis 8. Diberikan( E, <) posetdan{ a,b} [ E. Suatu ¢/JE dinamakan batas bawah dari {a,b}
jika c<a dan & b. suatu d/E dinamakan batas bawah terbesar dajb} jika :
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(1) d merupakan batas bawah dga,b} dan
(i) jika c [7E batas bawah dafia,b} maka c<d.
Selanjutnya batas bawah terbesar dgail} dinotasikan dengan@b.

Contoh 9. DiketahuiN = himpunan semua bilangan asli. Didefinisikan giefa padaN sebagai
berikut: Untuk setia,b [0 N, a< b jika dan hanya jika membagi habib. Batas atas dari { 4,6}
O N antara lain 12, 24, dan 36. Dalam hal ini, 12 rpakan batas atas terkecil dari {4, 6}.

Berkaitan dengan batas bawah dan batas atas,wdihbmi diberikan definisi elemen
maximal, elemen maximum dan elemen top.
Definis 10. Diberikan(E, <) poset dan Al E.
() Suatu aJ A sedemikian sehingga untuk setiap A berakibat x< a dinamakan elemen
maximum dari A
(i) Suatu ad A dinamakan elemen maximal dari A jika terdapdlf A sehingga & x, maka
a=x
(i) Suatu xO E sehingga untuk setiap ¥ E berlaku y< x dinamakan elemen top dan
dinotasikan dengaih.

Elemen top pada poseE, (<), jika ada, maka elemen tersebut tunggal. Halsebagai
akibat dari sifat anti simetris, yaitu misalkadany semuanya elemen top. Diperobek y dany <
X, sehingga menurut sifat anti simetris pala<() berakibatx = y. Demikian juga jika terdapat
elemen maximum padal] E, maka elemen maximum tersebut tunggal. Disampingika A = E,
maka elemen top ddi adalah elemen maximum da¥i

Contoh 11. Misal S={ 1, 2, 3} danT ={ A/ A O S}. Didefinisikan relasi< padaT sebagai
berikut : untuk setia@, B U T, A< B jika dan hanya jikaé O B. Diperoleh {1,2}, {2,3} dan {1,3}
semuanya merupakan elemen maximal. Dalam haltidiak mempunyai elemen maximum.

Contoh 12. Misal E = { 1,2,3,4,5}. Jika didefinikan relasi padaE sebagai relasi urutan biasa,
maka (E, <) merupakan poset dengan elemen top adalah 5AJk&1,2,3 } O E, maka elemen
maximum dari (A, <) adalah 3.

Definis 13. Suatu poset (k) disebut lattice jika &l b dan alJb ada untuk setiap a/b L.

Contoh 14. MisalL = [0, 1] = {x O R/ 0<x < 1}. Jika< didefinisikan sebagai relasi urutan biasa,
maka (L, <) merupakan poset. Lebih lanjut, untuk setiapld} L, maxg@, b) merupakan batas
atas terkecil darid, b} dan min@, b) merupakan batas bawah terbesar darib}. Jadi (L, <)
merupakan lattice.

Selanjutnya di bawah ini akan diberikan suatutsifahwa pada sebarang semiring
idempotentS dapat didefinisikan suatu relask™ sehingga S <) merupakan poset.
Teorema 15. Diketahui (S[1, O0) semiring idempoten. Jika merupakan relasi pada S yang
didefinisikan dengaruntuk setiam,b 00 S a < b jika dan hanya jikaa 0 b = b, maka< merupakan
relasi urutan parsial

Bukti :

Akan ditunjukkarx bersifat refleksif, antisimetris dan transitif.iéaall a0 S, a ] a =a, makaa

< a, yaitu< refleksif. Jikaa< b danb<a, makaa O b=bdan b [ a=a. Sehingga diperoleh =

b, yaitu < antisimetris. Jika < b danb< ¢, makaa 0 b =b danb J c =c. Akibatnya,ald c=a[l
(bOc)=(alb)ydc=b0c=c, yaitua < c. Jadi< transitif. Terbukti merupakan relasi urutan
parsial, sehingga% < ) merupakan posef.
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Selanjutnya akan ditunjukkan jikiimerupakan semifield idempoten, mekanerupakan
lattice. Untuk itu terlebih dahulu dibahas dua ésoa di bawah ini.
Teorema 16. Jika (SO, O ) semifield idempoten dar*amenyatakan invers dari a terhadap
operasil], maka berlaka<b= b'<a®
Bukti :
a<b = alb=b
=(alb)O(a*ObY=b0O(a*Ob?
=(ala'Ob')O(bO0a*ObY=bOa'Ob?!
=b'Oa’*=a’
=b'<a'E

Teorema 17. Jika S semifield idempoten, maka pernyataan berikuvalan
(1) a<b=b'<al

(2 (aObt=a' Ob*

3 (aOb)t=a'0Ob?

Bukti :

1)=(2)

Karenaa Ob<b & a0b<a, maka menurut (H*>(aOb)* & a*> (aOb)?, sehingga™ Ob™
> (aOb)™. Akibatnya, &' Obh*<[(aOb)l*=a0b ()
Karenaa®<a'Ob'danb’<a®0b? maka &'0b%)'>a& (a'lb?%)™>b, sehingga

@' 0bh*>albb (4)
Dari persamaan (3) dan (4 ) diperolatl {b*)™* =a b, sehingga™ Ob™* = (aOb)™

(2)= )
Karena 6 0b)* =a’ Ob*, maka diperolehg'tb™)* = @*)* 0O(b*)* = aOb.
Diperoleh &0b)* = [(a'Ooh) ™" = a'b™.

) =(@1)
Diketahui (a0 b)™ =a* Ob* dan misalkam < b. Akan ditunjukkarb™ < a™. Karenaa < b, maka
alb=b. Akibatnya a0b)* =a* Ob* =b", yaitub* <a™. E

Teorema 18. Jika S semifield idempoten, maf& <) merupakan lattice

Bukti :

Ambil sebarang, b 0 S. Diperolehad (alb)y=(ala)Ob=alb,danbd (alb)=b0
(bOa)=@0Ob)Oa=b0a Jadia<albdanb<al b, yaitua [0 b merupakan batas atas
daria danb. Andaikan ad& sedemikian sehingga< c danb<c, makaad c=cdanb [ c=c.
Sehinggad 0 b) 0 c=c, yaitua b<c. Jadia b=a Ob. KarenaS semifield, maka &1b) =
(a*0 bh* = (a* 0 b™* untuka, b # £. Jikaa ataub sama dengan nolg), makaa O0b = ¢
Jadi terbuktiS merupakan latticee

Berdasarkan teorema di atas, karena aljabar lmiperupakan semifield idempotent,
maka aljabar min-plus merupakan lattice. Berikut konsep yang akan digunakan untuk
menyelesaikan persamaan linear pada aljabar ms-plu
Definisi 19. Suatu pemetaan f pada himpunan teurut parsial dikaat isoton jika

x<y =f(x) < f(y)
Contoh 20.
f:Rnn—> Rmn denganf(x) = x O 10 merupakan pemetaan isoton, yaitu untuk setigd] Rnin
berlakux<y = f(x) =x 0 10 =x+ 5<y + 10 =y (1 10 =f(y)

Definisi 21. Suatu pemetaan isoton f: D E dengan D dan E masing-masing himpunan terurut
parsial dikatakan pemetaan residuated jika untulkapeb /7 E, maka { x / f(xXx b} mempunyai
elemen maximum, dinotasikan denggh)fPemetaan isotofi:fE — D disebut residual dari f.
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Contoh 22. Pada contoh 20 di atag,merupakan pemetaan residuated , sebab untuk setiap
y O Ruin, {¥/f(x) =x 0 10<y Jmempunyai elemen maximum, yaiu= f*(y) = y-10.

Hubungan antardanf” seperti yang dibahas dalam Bacelli, dkk (2001)addaebagai
berikut:
fof'<l ()
fof>1 (6)
Selanjutnya residual dafi(b) digunakan untuk menentukan ada tidaknya solasi mersamaan
f(x) = b, dinyatakan dalam teorema sebagai berikut:

Teorema23. Jika f: D — E pemetaan residuated, maka persamaan f(x) = bpueyai solusi jika
dan hanya jika f ({b)) = b.

Bukti :

()

Diketahuif(f* (b)) = b, maka persamadiix) = b mempunyai solusi, yaita=f* (b)

(=)

Diketahuif(x) = b mempunyai solusi, misalkaq . Diperolehf(x,) = b. Karenaf (b) adalah elemen
maksimum dalam &/ f(x) < b}, makax, < f* (b). Karenaf isoton make(x,) < f( f* (b)). Menurut

(1a), ff* (b) <b, akibatnyab = f(x,) < f f* (b) < b, yaituf(f’ (b)) =b.

4. Penyelesaian Persamaan Ax = b pada Aljabar Min-plus

Untuk menentukan solusi persamaan Ax = b padaaljmin-plus, terlebih dahulu akan

ditunjukkan bahwa pemetaah : Ru," — Rmin, Yaitu A O ( Ryn)" © " merupakan pemetaan
residuated.

Teorema24. A: Ryin' — Ruin' merupakan pemetaan residuated

Bukti :
A1 09 B Ax(x) U0 Ay () Aj (%)
Jikax O Ry, maka Ax=| 2000 A0 00 A O et 0y = 2109 | maka
Au(x) 0 A0 0.0 An(x%) A (%)
szjgzlfj(xj)' Untuk setiapj, jika x, <X = f(x )< f(x).Oleh karena ituA

merupakan pemetaan isoton. Disamping itu untulsgt{ X;/ f,(X) < b } mempunyai elemen
maksimum, yaitux; = {b; — A; O b,— Ay O ...0 b, — Ay }. Diperoleh A pemetaan residuated.
Dengan kata lainA dapat dipandang sebagai suatu pemetaan residdated R}, ke Ry, .
Berdasarkan uraian ini, yaitu karexa {b, — A; O b,— Ay O ... 0O b, — A, }, maka residual dari

Aadalah{ (D], = [T - A) .

Hasil di atas digunakan untuk menentukan solusigmaamx = b pada aljabar min-plus
sebagai berikut.
Teorema 25. JikaA [7(Rnn)" " dan b /7R, , makapersamaan Ax = b mempunyai solusi jika
dan hanya jika A(Xb))= b.
Bukti :
(0)
Diketahui A(A (b)) = b. Jadi persamaaAx = b mempunyai penyelesaian , yaite A’(b)
=)
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Misalkan persamaafx = b mempunyai solust’. diperolehA X = b, sehingga A X’ < b. Karena
A’( b) merupakan elemen maksimum dalast Ax< b) makax” < A" (b). Diperoleh

AX<A(A"(b))= b=AX< A(Ab) (7)
Selanjutnya menurut persamaan £SJA\b)<b (8)
Dari persamaan (7) dan (8) diperoK A" (b)) = b.

10 0
Contoh 26. Tentukan apakah persama%él 3}{;&} :{0} pada aljabar min-plus mepunyai solusi
2
atau tidak.
Penyelesaian :

Misal A= 10 danb = 0 .
23 0

2
A#(Q)=__D(t1— A)=(h- A0 h- A)=(0-1)0(0- 2)=-10-2=-:
A'b) =~ A)=(b- A,0 b~ A)=(0-0)0(0-3)=-10-3=~
i=1

-1 10|-1 (-4 |0
Diperoleh A#(b):[—l}' Karena L 3}[_1}{ 1}{4 maka persamaan di atas tidak

mempunyai solusi.

10 2
Contoh 27. Tentukan apakah persama%él 3}[)&} {4} pada aljabar min-plus mepunyai solusi
%
atau tidak.
Penyelesaian :

Misal A= 10 danb = 2 .
23 4

2
A#(Q)=__D(Q— A)=(h- A0 B- A)=(2-1)0(4-2)= 10 2= -
A'(b)=[b= A)=(b- A0 b= A)=(2-0)0(4-3)= D I= -
i=1

2 10} 2 2
Diperoleh A*(b) =[2} . Karena[2 3}{ 2} =[ J , maka persamaan di atas mempunyai solusi, yaitu

X1 = 2 danx, = 2. Solusi persamaan di atas tidaklah tunggdl, yardapat solusi yang lain, antara
. |34 5
lain | |,dan .
2012 2

KESIMPULAN
Berdasarkan pembahasan di atas, dapat diperolghgudan sebagai berikut:
1. Aljabar min-plus merupakan semifield idempotent.
2. Matriks atas aljabar min-plus merupakan semirirggrigdotent.
3. Untuk setiap semiring idempotent dapat didefinisikaatu relasi urutan parsial.
4. Setiap semified idempotent merupakan lattice.
5. PersamaarAx = b, pada aljabar min-plus mempunyai solusi jika dayahjika A"(b)

dengar]jA#(b)]j = [ [ — A) merupakan solusi persamaan tersebut.
i=1
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