Similaritas Uniter Matriks Repesentasi Grup Berhingga

Oleh:
Musthofa
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY

Abstrak

Misalkan G sembarang grup berhingga dan GLw(C) himpunan semua matriks
nonsingular berukuran m x m dengan entri-entri bilangan kompleks. Jika terdapat suatu
homomorfisme A : G - GL»(C) maka A(x) € GLu(C) disebut matriks representasi dari G. Jika
A(x) suatu matriks representasi dari G maka selalu dapat dicari suatu matriks uniter yang
similar dengan A(x).

Kata Kunci : Matriks representasi, matriks uniter, similar

I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Menurut teorema Cayley, jika G suatu grup berhingga maka terdapat
suatu grup permutasi yang isomorfis dengan G. Sembarang permutasi pada

himpunan G dapat direpresentasikan oleh suatu matriks yang disebut matriks

permutasi.

Definisi 1.1.

Misalkan G =1{ 1,2 g3, ..., gn | dan p adalah suatu permutasi pada G dengan p

={ &1 &2 g & } Dibentuk matriks A(p) = [ ai(p) 1 dengan
r(g)  pg) plgs) - plg,)

1 jikap(g)=g,
aii(p) =
0 ,jika p(g) =g,

A(p) disebut matriks permutasi dari p.
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Sebagai contoh misalkan G ={ ¢, 4, b, c }Jdan p permutasi pada G dengan

b
ple) = a, p(a)=b, p(c) = d, p(d) = e yang dapat ditulis sebagai p = ( eab c J

abc e
Diperoleh :
an(p) =0 an(p) =1 as(p) =0 aa(p) =0
ax(p) =0 ax(p) =0 axs(p) =1 ax(p) =0
asi(p) =0 as2(p) =0 as3(p) =0 asi(p) =1
an(p) =1 au(p) =0 as3(p) =0 as(p) =0

0 1 0 O
Jadi A(p) = Lo
0 0 0 1
1 0 0 O

Sehingga setiap grup berhingga G dapat direpresentasikan oleh

. . R &1 &> 8s &x
himpunan matriks permutasi. Jika p = { }
p(g)  p(g) plgs) - pg)
maka invers dari p adalah p'= { r(g) pg)  ples) - p(g,,)}.
81 &> 83 En

Jadi, diperoleh aii(p) = aj(p) = ai'(p). Sehingga matriks permutasi selalu
merupakan matriks uniter.
Definisi 1.2.
Misalkan G grup berhingga dan GLw(C) himpunan semua matriks nonsingular
berukuran m xm dengan entri-entri bilangan kompleks. Jika A: G — GLu(C)
homomorfisma, yaitu ¥V x,y v G terdapat A(x), A(y) v GLn(C) sehingga

A(x) A(y) = A(xy)

maka A(x) disebut matriks representasi dari G.

Jika B(x) matriks yang similar dengan A(x), misalkan B(x) = S A(x) S
dengan S suatu matriks nonsingular, maka

B(x) B(y)= STA(x)S ST A(y) S
STA(x) Aly) S
ST A(xy) S
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= B(xy)
Jadi B(x) juga matriks representasi dari G. Sehingga jika A(x) adalah
matriks representasi dari G maka setiap matriks B(x) yang similar dengan A(x)

juga merupakan matriks representasi dari G.

1.2. Rumusan Masalah
Misalkan A(x) matriks representasi dari G.
1. Untuk setiap A(x) adakah suatu matriks uniter B(x) yang similar dengan
Ax)?
2. Bagaimana mencari matriks nonsingular S sedemikian sehingga S?A(x S

= B (x) merupakan matriks uniter ?

1.3 Urgensi Masalah

Matriks uniter merupakan salah satu jenis matriks yang memiliki
beberapa keistimewaan, antara lain hasil kali dua matriks uniter adalah matriks
suatu matriks uniter, invers suatu matriks uniter adalah suatu matriks uniter,
matriks identitas merupakan matriks uniter dan nilai mutlak dari determinan

detU] =1.

suatu matriks uniter U,

Sehingga jika dapat ditemukan suatu matriks nonsingular S sedemikian
sehingga S 'A(x) S matriks uniter, dengan A(x) matriks representasi dari G,
maka untuk sebarang matriks representasi A(x) pasti terdapat matriks uniter

yang similar dengan A(x) dan merupakan matriks representasi dari G.

II. PEMBAHASAN

Misalkan A(x) matriks representasi dari grup berhingga G. Akan dicari
matriks uniter B(x) yang similar dengan A(x). Beberapa definisi dan teorema
yang diperlukan untuk masalah tersebut antara lain sebagai berikut :

Definisi 2.1. ( Nering, 1970 ).
Matriks A disebut normal jika A A"= A" A.
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Beberapa contoh matriks normal antara lain matriks diagonal, matriks

uniter, dan matriks hermite.

Teorema 2.2. ( Nering, 1970 ).

Sebarang matriks A dapat didiagonalkan secara uniter jika dan hanya jika A matriks
normal.

Setiap matriks hermite adalah matriks normal. Sehingga sebarang
matriks hermite dapat didiagonalkan secara uniter. Dengan kata lain jika H
matriks hermite maka pasti terdapat matriks uniter U sedemikian sehingga U-
'HU=D.

Prosedur untuk mendiagonalkan secara uniter suatu matriks hermite H
adalah sebagai berikut:

1. Cari nilai-nilai eigen H.

2. Cari suatu basis ruang eigen dari setiap nilai eigen.

3. Terapkan proses gram-schmidt kesetiap basis untuk mendapatkan basis
ortonormal setiap ruang eigen.

4. Bentuk matriks U yang kolom - kolomnya merupakan vektor — vektor
basis yang dibangun dalam langkah 3. Matriks U akan mendiagonalisasi

H secara uniter dan hasil digonalisasi H merupakan suatu matriks

diagonal D dengan dii = A, dengan Ai nilai eigen ke-i dari H.

Misalkan A(x) matriks representasi dari grup G. Dibentuk matriks H
dengan  H = > A(x)A(x)" (2.1)

xeG

Matriks H merupakan matriks hermite sebab

H= (2 AXAX)) = > AX)7A(x) =Y A(x)A(x) = H

xeG xeG xeG
Sehingga terdapat matriks uniter U sedemikian sehingga U'HU = D dengan D
matriks diagonal. Entri diagonal D merupakan nilai eigen-nilai eigen H dan

merupakan bilangan real positif. Entri diagonal D dapat ditulis sebagai

dij = Z Z uji! hik ukj (2.2)
Tk
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1
2

Dibentuk matriks D*= [d;] dengan dit = dy. Selanjutnya akan dicari
hubungan antara A(x), U dan D. Substitusikan H = ZA(x)A(x)* ke dalam

xeG
persamaan U'H U=D.
Ut (D Ax)A(x)")U=D

xeG

= > UA(x)A(x)’'U =D

xeG

= > UMA(x) (UU™) A(x)'U =D (2.3)

xeG
karena U A(x)'U = (U'A(x) U)’
sehingga persamaan (2.3) menjadi

> (UAMX)U) (U AKX)'U) =D (2.4)

xeG

Jika U'A(x) U = C(x) maka persamaan (2.4) menjadi z C(x)C(x)" =D  (25)

xeG

Didefinisikan B(x) = D_%C(x)D%, dengan d" = 1 . Akan ditunjukkan B(x)

Jd;

similar dengan A(x).
B(x)= D% (U 4(x) U) D*
& B(x)=(UD? )* A(x) (UD )? (26)

Jadi B(x) similar dengan A(x) . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa B(x)

matriks uniter , yaitu  B(x) B(x)"=B(x) B(x)*=1.
B(x) B(x)' = B(x) B(x)1=( D C(x) D?) (D C(x) D* )
& (DiC)D) I (D' Cx) D) sebab (D) = D
& (D:CED:) (D :DD:)(D:Cx) D*) (27)

Karena D* D* = D* D' = Idan D=UHU =U' (Y Alx) A ) U

xeG

maka diperoleh
(D *CO) U (Y AW A ) U(CE)' D) = B&) B (2.8)

xeG
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karena C(x) = U’A(x) U maka persamaan di atas menjadi

(DU A U) U (Y Alx) Ax)') U (LA U D* )

xeG

= B(x) B(x)’

& (DPUTA® ) Y A A() (AU D*)=B(x) B(x)

xXeG

& (DTUY) Y AW AR A) AR (U DF)=B(x) B(x)

xeG

o (DU > AR AxY) (U D% )=B() B(x) (2.9)

xeG

Misalkan y=x?> v G maka persamaan di atas menjadi

1
2

o DU Y AWAW UD? =B B
yeG
= D: D D: = B(x) B(x) "
< I = B(x)B(x) (2.10)

Jadi terbukti B(x) matriks uniter.

Contoh:

10
Misalkan G = {e, a} grup dengan matriks representasi A(e) = {0 1}dan

1
A(a)—[o_

} maka terlihat bahwa matriks representasi ini bukan merupakan

11
matriks uniter sebab A(a)?! = {0 l} # A(a)’. Sehingga akan dicari matriks

representasi uniter yang similar dengan matriks representasi di atas.

Dibentuk matriks H = Z Alx) A(x)".

1010 1 17]1 0 10 2 -1 3 -1
01][01 0-1][1 -1 01 -11 -12
Terlihat bahwa H matriks Hermite. Sehingga terdapat matriks uniter U

sedemikian sehingga U! H U = D. Untuk mencari U digunakan langkah —

langkah sebagai berikut :
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1. Mencari nilai eigen H

3-4 -1

| H-14]=
-1 2-4

‘=(3—x)(2—x)-1=0

Didapat persamaan karakteristk 5 - 54 + A =0 dan akar — akar

persamaan karakteristik ( nilai eigen) H adalah A= 2 +2£ dan A== s
2
2. Mencari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen H
(a). Vektor eigen yang bersesuaian dengan Ai = %
[H-14] X =0
(3-4 -1][x] JO
| -1 2-2] | x2 0
! 2‘/3 -1 X1 _ 0
-1 1 '2~/§ X2 0
! 'zﬁ xt - x2=0
-X1 ! +2\F5 x2 =0
Diperoleh x1 = - 1 +2£ x2 . Ambil x2 =1t dengan t # 0 sebagai parameter.
. . . — 5++5
Didapat vektor eigen yang bersesuaian dengan 41 = >*~2

-1-45
X = 2 t ,t#0
1

(b). Vektor eigen yang bersesuaian dengan 4> = 'f

[H-14] X =0

[3-2 -1 xi|o [0

| -1 2-2] | x2 1 0

_“2@ -1 [ x1 B 0
-1 1+45 x2 0
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“2*/3 x1 - x2 =0
-x1 + 1+2‘/g x2 =0
Diperoleh x1 = 2 +2£ x2. Ambil x2=s dengan s # 0 sebagai parameter.

Didapat vektor eigen yang bersesuaian dengan A2 =

-1+4/5
2 s, s#0

1

5-45
2

X =

3. Mencari basis ortonormal ruang eigen dari setiap nilai eigen.

(a). =35

2

1-45
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A = # adalah X = [ 2 } t,t#0.
1

Sehingga basis untuk ruang eigen dari 4 adalah Ur={ ( 'Z*FS , 1) .

Dengan proses Gram-Schmidt basis ortonormal ruang eigen dari 4 adalah

Wi=U:
Vz=L Wi
g
_ 1 1-45 1
\/(1+f5 )2+ 4 ( 2/ )
4
_ 2 -1-45
J2(5+45) ( 2 ! 1)
- ( -1-45 2 )

J25+45) " J2(5145)

(b). 2= 235

-1+4/5
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A2 adalah X = { } s, s#0.

Sehingga basis ruang eigen dari A adalah W={ ( 5 1) }.

Dengan proses Gram-Schmidt basis ortonormal ruang eigen dari A2 adalah

Wa=U>
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V2=LW2
7
_ 1 ( -1+4/5 1 )
\/(-1+J§)2+4 2 !
4
_ 2 ( 1+/5 1 )
J2(5-45) 27
_ ( -1+45 2 )
J2(5-v5) 7 2(5-45)

matriks uniter U dengan kolom - kolomnya merupakan basis

Diperoleh
ortonormal ruang —ruang eigen di atas, yaitu
-1+\/§ -1+\/g 5+\/g 0
u-= J2(5+5) (2509 dan matriks D=U'HU = | °
2 2 0 B
V2(5+5) V2(5-45) 2
-1+\/g -1+\/g 5+\/g
fronte T 0 145 -1445
U D = 25+45)  2(5-15) 2 _ . .
2 2 55 1 1
0o =
J25+45)  2(5-45) 2
—_1 -1+\/g
(UD™)! = s 2\s
i 1+\/g
Vs 2\s

Akhirnya diperoleh matriks representasi uniter dari G ={ e, a } sebagai berikut :

B(e) = (UD™)* A(e) (UD")

__1

\/g 2

1 1+\/g

— 0 1 1 1
s 25

( upi.2 )-1 B(a) ( UDI/Z)

-1+\/§
1 1 y 14
T 15 1445

1+\E 0 -1 1 1
2V

-1+\/g 1 0
L

B(a)

Eul =N
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1 <145
E 2\@ -1-\/g -1+\/g _ |: 0 -1 :|

I I~ . 1 100

s 2l
Dapat diperiksa bahwa B(x) uniter, yaitu B(e) B(ex)" = B(a) B(a)" = L

II1. Penutup
3.1 Kesimpulan
1. Jika A(x) matriks representasi dari grup G maka terdapat matriks
representasi uniter B(x) yang similar dengan A(x).
2. Untuk mencari B(x) digunakan langkah — langkah sebagai berikut :
a. Mencari H= > A(x) A(x)*
b. Mencari U (gunakan prosedur untuk mendiagonalisasi matriks
hermite).
¢. Mencari D’ dengan D=U"'H U
d. Mencari UD”dan inversnya
e. B(x)=(UD”)"A(x)(UD")
3.2. Saran
Beberapa masalah yang selanjutnya perlu dikaji adalah jika G grup
berhingga, apakah matriks uniter berukuran m x m yang merupakan matriks

representasi dari G juga berhingga ?
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