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BAB I 

PENDAHULUAN 
 

 

A. Latar Belakang 

Struktur grup adalah himpunan (klasik) yang di dalamnya didefinisikan  

operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma : bersifat asosiatif, terdapat 

elemen identitas dan mempunyai invers untuk setiap elemennya. Jika operasi 

binernya bersifat komutatif, maka  grup tersebut disebut grup abelian. Terkait 

dengan srtuktur grup telah dikenal grup-grup khusus, misal grup normal, grup 

siklik dan sebagainya. Selain jenisnya, terkait dengan hal tersebut  adalah 

homomorfisma yang dibentuk dari grup ke grup dan sifat-sifatnya.  

Himpunan yang mempunyai struktur grup di atas yang dimaksud adalah 

himpunan klasik atau himpunan tegas. Himpunan ini mempunyai kelemahan 

yaitu apabila untuk merepresentasikan suatu himpunan hanya mengenal apakah 

himpunan tersebut anggota atau bukan anggota. Ketentuan anggota dan bukan 

anggota  sangat tidak signifikan. Misalnya A  adalah himpunan orang tinggi, 

maka muncullah pertanyaan: bilamana seseorang dikatakan tinggi? Hal ini dapat 

saja diberikan syarat misalnya , seseorang dikatakan tinggi jika  tinggi badannya  

mencapai  170 cm. Jika seseorang mempunyai tinggi badan 169,9 cm tidak 

termasuk orang yang tinggi, sebab tingginya kurang dari 170 cm. Jika 

diperhatikan, maka perbedaan orang tinggi dengan orang pendek sangat 

kecil/tipis sekali. Kenyataan ini sangat ironis, sehingga muncullah teori 

himpunan fuzzy yang dikenalkan oleh Zadeh pada  tahun 1965. Oleh beberapa 

peneliti telah dikembangkan dan diaplikasikan pada struktur aljabar, misalnya 

adalah subsemigrup fuzzy.  

Berikut ini bagan hubungan antara himpunan tegas dengan himpunan 

fuzzy: 
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Dari kondisi tersebut, maka penelitian ini akan difokuskan pada 

penelitian tentang subgrup fuzzy. Hal ini mengingat bahwa, baik grup maupun 

semigrup sama – sama melibatkan satu operasi biner. Hanya saja, grup adalah 

bentuk khusus dari semigrup. Grup adalah semigrup yang mempunyai elemen 

identitas dan setiap elemennya mempunyai invers. Berdasarkan kekhususan ini, 

maka akan diselidiki sifat-sifat yang berlaku pada subgrup fuzzy. 

 

B. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah tersebut, maka dalam penelitian ini 

akan diseliki masalah-masalah sebagai berikut: 

a. Bagaimana sifat-sifat subgrup fuzzy? 

b. Bagaimana sifat-sifat subgrup normal fuzzy? 

C. Tujuan 

Tujuan penelitian ini adalah: 

1. Menyelidiki sifat-sifat subgrup fuzzy 

2. Menyelidiki sifat-sifat subgrup normal fuzzy 
 

D. Manfaat Penelitian  

Penelitian ini diharapkan memberikan manfaat pada pengembangan ilmu, 

khususnya struktur aljabar yang didasarkan pada teori himpunan fuzzy, juga 

bermanfaat bagi peneliti lain untuk memberikan ide dasar bagi penelitian 

berikutnya 

HIMPUNAN TEGAS HIMPUNAN FUZZY 

SEMIGRUP SUBSEMIGRUP 
FUZZY 

GRUP SUBGRUP FUZZY 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

 

Pada tahun 1965, Lotfi A Zadeh memperkenalkan konsep himpunan 

fuzzy, suatu himpunan yang batasannya tidak kaku / strict. Konsep ini kontras 

dengan konsep himpunan klasik, yang batasannya sangat kaku, dalam arti 

himpunan klasik adalah koleksi sesuatu dimana jika diberikan sesuatu akan 

merupakan elemen didalamnya atau tidak. Kontradiksi dengan konsep himpunan 

klasik, himpunan fuzzy tidak mempunyai batasan yang kaku, dalam arti untuk 

menjadi anggota suatu himpunan fuzzy tidak berdasarkan ada di dalam atau di 

luar  definisinya. Keanggotaan himpunan fuzzy dinyatakan dengan derajat 

keanggotaannya.  
 

 

A. Fungsi Keanggotaan Fuzzy 

Setiap himpunan fuzzy, μ , didefinisikan dalam batasan himpunan klasik 

X  oleh suatu fungsi karakteristik. Fungsi tersebut disebut fungsi keanggotaan , 

yang mengawankan setiap elemen Xx∈  ke ( ) [ ]1,0∈xμ , yang menyatakan 

derajat keanggotaan x  pada μ . Fungsi keanggotaan  dinyatakan sebagai fungsi , 

[ ]1,0: →Xμ . Dalam hal ini himpunan X  selalu diasumsikan sebagai himpunan 

klasik. 
 

B. Operasi pada Himpunan Fuzzy 

Pada himpunan klasik dikenal  tiga operasi dasar, yaitu komplemen, 

gabungan dan irisan.  Operasi – operasi ini adalah tunggal pada teori himpunan 

klasik, namun perluasannya pada teori himpunan fuzzy tidak demikian. Untuk 

setiap operasi klasik terdapat operasi yang analog pada himpunan fuzzy. Terkait 

operasi-operasi tersebut, didefinisikan operasi standar fuzzy pada himpunan fuzzy 

yang dirujuk pada Klir, et.al. dan Zimmermann sebagai berikut: 
 

1. Komplemen Fuzzy 

 Diberikan himpunan fuzzy μ  yang didefinisikan pada himpunan X .  

Komplemen dari himpunan fuzzyμ , yang dinotasikan dengan μ  adalah 
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himpunan fuzzy dimana derajat keanggataan dari Xx∈  , ( )xμ  mengekspresikan 

derajat Xx∈  bukan anggota μ . Secara formal, hal ini dapat dinyatakan bahwa 

( ) ( )xx μμ −= 1  
 

2. Gabungan Fuzzy 

Misalkan X  adalah suatu himpunan klasik dan μ ,γ  adalah himpunan fuzzy 

yang didefinisikan pada X . Gabungan fuzzy himpunan fuzzy μ  dan γ , yang 

dinotasikan dengan γμ ∪ , didefinisikan sebagai fungsi keanggotaan dengan 

rumus: 

( )( ) ( ) ( ){ }xxx γμγμ ,max=∪ , untuk setiap Xx∈  
 

3. Irisan Fuzzy 

Misalkan X  adalah suatu himpunan klasik dan BA,  adalah himpunan fuzzy 

yang didefinisikan pada X . Irisan fuzzy himpunan fuzzy A  dan B , yang 

dinotasikan dengan γμ ∩ , didefinisikan sebagai fungsi keanggotaan dengan 

rumus: 

( )( ) ( ) ( ){ }xxx γμγμ ,min=∩ , untuk setiap Xx∈  
 

Berikutnya didefinisikan himpunan fuzzy −t level  ( −t cut) pada suatu 

himpunan fuzzy sebagai berikut: 

Definisi  2.1. ( Kandasamy:7, Klir et.al: 98, Zimmermann: 18).  Misalkan μ  

adalah himpunan fuzzy yang didefinisikan pada suatu himpunan X .  Untuk 

suatu [ ]1,0∈t  himpunan { }txXxX t ≥∈= )(μμ  disebut subhimpunan fuzzy 

−t level dari himpunan fuzzyμ . 
 

Definisi 2.2. ( Kandasamy: 9). Dua himpunan fuzzy μ  dan γ  dikatakan disjoin 

jika tidak ada Xx∈  sedemkian sehingga ( ) ( )xx γμ = . 
 

Definisi 2.3. (Kandasamy: 10).  Misalkan μ  dan γ  adalah himpunan fuzzy pada 

himpunan X . Himpunan fuzzy μ  dikatakan memuat himpunan fuzzy γ , yang 

inotasikan dengan μγ ⊆  jika ( ) ( )xx γμ ≤  untuk setiap Xx∈ .  Jika ( ) ( )xx γμ =  
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untuk setiap Xx∈ , maka dikatakan μ  sama dengan γ , yang dinotasikan 

dengan  γμ = .  
 

Selanjutnya didefinisikan himpunan  fuzzy normal, diberikan sebagai 

berikut: 

Definisi 2.4. ( Kandasamy: 12).  Himpunan fuzzy μ  pada himpunan X  disebut 

normal jika ( ) 1sup =
∈

x
Xx
μ . Selanjutnya Himpunan fuzzy μ  pada himpunan X  

disebut ternormalisasi jika terdapat Xx∈  sedemikian sehingga ( ) 1=xμ  

 

C. Subgrup dan Subgrup Normal Fuzzy 

Untuk kajian pustaka terkait dengan subgrup fuzzy maupun subgrup normal 

fuzzy akan merujuk pada tulisan Ajmal, Aktas, Asaad, Kandasami, Mordeson dan 

Malik, serta Shabir. 

 

Definisi 2.5. Misalkan G  adalah grup. Subhimpunan fuzzy μ  dari grup G  

disebut subgrup fuzzy jika μ [ ]1,0: →G  suatu fungsi yang memenuhi : 

(i) ( ) ( ) ( ){ }yxxy μμμ ,min≥  untuk setiap Gyx ∈,  

(ii) ( ) ( )xx μμ =−1  untuk setiap Gx∈  

 

Definisi 2.6. Misalkan G  adalah grup. Subhimpunan fuzzy μ  dari grup G  

disebut subgrup normal fuzzy jika ( ) ( )xyyx 1−= μμ  untuk setiap Gyx ∈,  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Penelitian ini merupakan studi literature. Seperti pada penelitian emikian, 

maka dalam penelitian ini ditempuh langkah-langkah sebagai berikut: 

a. Dipelajari tentang grup, grup normal, sifat-sifat grup, homomorfisma grup 

serta sifat-sifatnya 

b. Dipelajari tentang teori himpunan fuzzy 

c. Dikaji suatu  himpunan fuzzy μ  yang merupakan fungsi dari grup ke interval 

[0,1].  

d. Diselidiki sifat - sifat μ  

e. Dikaji suatu subgrup normal fuzzy μ   

f. Diselidiki sifat-sifat  subgrup  normal fuzzy. 
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BAB IV 

PEMBAHASAN 

 
 

Menurut Zadeh, subhimpunan fuzzy x dari suatu himpunan S adalah suatu 

fungsi  μ: S →[0, 1]. Dalam Asaad (1991), didefinisikan suatu subgrup fuzzy yaitu:  

misalkan G adalah grup , subhimpunan fuzzy μ disebut subgrup fuzzy dari grup G 

jika memenuhi aksioma : 

(i) μ (x,y) ≥ min { μ (x),μ (y) } ∀ x,y ∈ G 

(ii) μ (x) =  μ (x-1), ∀ x ∈ G. 

Subgrup fuzzy μ dari G disebut normal jika μ (x) = μ (y-1xy), ∀ x,y ∈ G. 
 

Teorema berikut, memberikan jaminan bahwa subhimpunan level 
tGμ })({ txGx ≥∈= μ  t ∈ [0,1] merupakan  subgrup: 

Teorema 4.1. Misalkan G adalah grup dan μ adalah subgrup fuzzy dari G, maka 

subhimpunan level tGμ , t ∈ [ 0,1], t ≤μ (x) adalah subgrup G dengan e adalah 

elemen identitas dari G. 
 

Bukti: 

Akan dibuktikan ( x ∈ μt) ( y-1 ∈ μt ) ⇒ (xy-1) ∈ μt  , yaitu μ(xy-1) ≥ t. 

μ (xy-1) ≥ min { μ(x), μ (y-1) } 

 = min { μ(x), μ(y) } 

 ≥ min { t, t } 

 = t 

Jadi terbukti μ(xy-1) ≥ t. 
 

 Teorema berikut ini menjamin bahwa )(eμ  mencapai nilai suprimum, 

dengan e  adalah elemen identitas pada grup G . 

 

Teorema 4.2. Jika G grup dengan elemen identitas e, maka μ(x) ≤ μ(e), ∀ x ∈ G  
 

Bukti : 
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Ambil sebarang x ∈ G. Diperoleh 

 μ(e) = μ (xx-1) ≥ min { μ(x), μ (x-1) } 

            =  min { μ(x), μ(x) } 

  =  μ (x) 

Sehingga μ (e) ≥ μ (x) , ∀ x ∈ G, yang berarti bahwa )(eμ  mencapai nilai suprimum, 

dengan e  adalah elemen identitas pada grup G . 
 

 

Teorema 4.3. Subhimpunan fuzzy μ dari grup G merupakan subgrup fuzzy dari grup 

G jika dan hanya jika μ (xy-1) ≥ min { μ (x), μ (y) } untuk setiap x, y ∈ G. 

 

Bukti : 

1. Syarat perlu ( ⇒ ) 

Diketahui μ adalah subgrub fuzzy dari G.  

Akan dibuktikan μ(xy-1) ≥ min { μ(x), μ (y) }. 
 

Bukti: 

μ (xy-1) ≥ min  { μ(x), μ(y-1) }   ( aksioma i) 

        =  min { μ(x), μ(y) }   ( aksioma ii ) 

Jadi terbukti μ (xy-1) ≥ min { μ (x), μ (y) }. 
 

 

2. Syarat cukup ( ⇐ ) 

Diketahui μ (xy-1) ≥ min { μ (x), μ (y) }.  

Akan dibuktikan : 

(1) μ (x,y) ≥ min { μ (x),μ (y) } ∀ x,y ∈ G 

(2) μ (x) =  μ (x-1), ∀ x ∈ G 
 

 

Bukti : 

Untuk mempermudah daam pembuktian,maka akan dibuktikan aksioma 

ke dua pada grup fuzzy: 

Aksioma ii. 

μ(x) = μ (ex) ≥ min { μ(e), μ(x-1) } 
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  μ (x) ≥ μ(x-1)         3.1 

μ(x-1) = μ (ex-1) ≥ min { μ (e), μ (x) } 

    = μ(x) 

μ (x-1) ≥ μ (x)          3.2 

Dari persamaan  3.1 dan 3.2 diperoleh μ(x) = μ(x-1). 

Aksioma i 

μ (xy) ≥ min { μ(x), μ(y-1) } 

          = min { μ(x), μ(y) }. 

Jadi μ (xy) ≥ min { μ(x), μ(y) } 
 

 

 Selanjutnya diberikan teorema yang mengungkap tentang syarat cukup dan 

perlu μ(x)=μ(e). 

Teorema 4.4. Misalkan μ adalah subgrup fuzzy dari G dan x ∈ G. Untuk setiap    y 

∈ G berlaku μ (xy) = μ(y) jika dan hanya jika μ(x) = μ(e). 

 

Bukti : 

1. Syarat perlu ( ⇒ ) 

Diketahui μ (xy) = μ (y). Harus dibuktikan μ (x) = μ (e). 

μ (xy) ≥ min { μ(x), μ(y) } 

  min { μ(x), μ(y) } = μ(y) , ∀ y ∈G. 

  μ(y) ≤ μ (x)  

  μ (x) = μ(e) 
 

2. Syarat cukup ( ⇐ ) 

Diketahui μ(x) = μ(e). Akan dibuktikan μ(xy) = μ(y). 

μ (xy) ≥ min { μ (x), μ (y) } 

           = min { μ (e), μ (y) } 

           = μ (y) 

Jadi μ (xy) ≥ μ (y)         3.3 

 

μ (y) = μ (ey) ≥ min { μ (e) , μ (y) } 

  = min { μ (x), μ (y) } 
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  = μ (xy) 

Jadi μ (y) ≥ μ (xy)         3.4 

Dari  persamaan 3.3  dan  3.4 diperoleh μ (xy) = μ (y) 

 

 Selanjutnya diberikan teorema berikut yang memberikan syarat cukup Gμ
t 

adalah subgrup normal dari grup G. 

Teorema 4.5. Jika μ adalah subgrup normal fuzzy dari grup G, t ∈ [0,1], maka Gμ
t 

adalah subgrup normal dari grup G. 

 

Bukti : 

Ambil sebarang a,b ∈ Gμ
t . Jelas bahwa ab ∈ Gμ

t  sebab Gμ
t adalah subgrup 

(Teorema 4.1). Sehingga tinggal dibuktikan bahwa a Gμ
t  a-1 = Gμ

t . 

Ambil sebarang x ∈ a Gμ
t a-1 . Diperoleh x = a b a-1 , untuk suatu b ∈ Gμ

t. 

μ (x) = μ ( aba-1) = μ (b) 

x ∈ a Gμ
t 

Jadi , a Gμ
t a-1 ⊆ a Gμ

t          3.5 

Ambil sebarang x ∈ Gμ
t.  

Diperoleh       μ (x) ≥ t. 

 ⇔   μ ( b-1xb ) ≥ t 

Ambil a = b-1 , x = y untuk suatu y,  μ(aya-1 ) ≥ t 

 ⇔ x = aya-1, untuk suatu y 

 ⇔ x ∈ a Gμ
t a-1 

Jadi Gμ
t  ⊆ a Gμ

t a-1           

 3.6 

Dari 3.5  dan  3.6 diperoleh bahwa Gμ
t  subgrup normal dari G. 
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BAB V 

SIMPULAN DAN SARAN 
 

 

A. Simpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab sebelumnya, diperoleh 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Misalkan G adalah grup dan μ adalah subgrup fuzzy dari G, maka 

subhimpunan level tGμ , t ∈ [ 0,1], t ≤μ (x) adalah subgrup G dengan e adalah 

elemen identitas dari G. 

2. Jika G grup dengan elemen identitas e, maka μ(x) ≤ μ(e), ∀ x ∈ G 

3. Subhimpunan fuzzy μ dari grup G merupakan subgrup fuzzy dari grup G jika 

dan hanya jika μ (xy-1) ≥ min { μ (x), μ (y) } untuk setiap x, y ∈ G 

4. Misalkan μ adalah subgrup fuzzy dari G dan x ∈ G. Untuk setiap y ∈ G 

berlaku μ (xy) = μ(y) jika dan hanya jika μ(x) = μ(e) 

5. Jika μ adalah subgrup normal fuzzy dari grup G, t ∈ [0,1], maka Gμ
t adalah 

subgrup normal dari grup G 

 

B. Saran 

Dalam penelitian ini difokuskan pada suatu struktur yang melibatkan satu 

operasi biner, yaitu grup. Sehingga diduga dapat digeneralisasi untuk struktur 

lain, misalnya semigrup. Selain itu dapat juga diselidiki  lebih lanjut terkait 

dengan subgrup level-nya. 
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