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BAB |
RUANG VEKTOR

Sebelum sampai pada definisi ruang vektor secastrad lebih dulu diperkenalkan pengertian
lapangan field). Lapangan adalah suatu sistem aljabar dengan apexasi yang dinamakan

“addisi”’(dinotasikan +) dan “multiplikasi”(dinotdsan. ), yang memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :

1. Terhadap addisi:
a. Tertutup
b. Assosiatif
c. Terdapat elemen netral
d. Setiap elemen mempunyai invers
e. Komutatif
2. Terhadap multiplikasi:
a. Tertutup
b. Assosiatif
c. Terdapat elemen satuan
d. Setiap elemen tak nol mempunyai invers
e. Komutatif
Sebagai contoh struktur aljabar yang merupakambgrayang sering dijumpai yaitu:
a. (R, +, .) merupakan himpunan bilangan riil terhadapjpmlahan dan perkalian bilangan riil.
b. (C, +, .) merupakan himpunan bilangan kompleks teapapenjumlahan dan perkalian bilangan
kompleks.
c. (Q, +, ) merupakan himpunan bilangan rasional teapapenjumlahan dan perkalian bilangan

rasional.

DEFINISI Diberikan himpunan tak kosorg bersama dengan suatu operaspadaV. Diberikan suatu
lapanganfield) (R, +, .). Diberikan suatu operasi perkalian sk@ar R x V - V. HimpunanV disebut

ruang vektor atalR terhadap oeprasi perkalian skafarjika memenuhi aksioma-aksioma berikut ini:

(Qu,vOV)u+vOVv 6. aUR,ullV=aqullV
(Ou,vOV)u+v=v+u 7. a,BORUDV = (a+pB)u=au+pu
(COu,v,wOV)u+(v+w) = (U+v)+w 8. aOR,u,vOV=a(u+v)=au+av
(oov)(ovov)o+v=v+0=v 9. a,BORUDV = a(Bu)=(aB)u

(QuOVv)(D(-u)OV )u+(-u)=0 10.1u=u

o b~ wDdPRE
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Contoh:

Buktikan bahwaR? merupakan ruang vektor terhadap operasi penjumlatam perkalian
skalar.

Bukti:

1. Ambil sebarangx, V,), (X,,Y,) berlaku

(%, Vo) + (X0, Y,o) = (X + X,, Y, + Y ) OR?
\_ﬁr_J \_ﬂ,._J

SIFAT KOMUTATIF
2. (X, YD)+ (X Y,) = (X X,y 1Y)

=G+ XY, Yy — —
=%, Y) (%) SIFAT ASOSIATIF
[0 YD)+ (o Y]+ (Xa V) = (Ko + XY HY )+ (XY )
=Xt Xy Y T YY)
= (% Y) + (X + Xy, Yo+ Y )
= (% Yo) +[ (%, ¥2) + (X5 Y 5)]

4. [0,0(x,y,) berlaku(x,y,)+0= (x,,y,)

w

ADA ELEMEN
IDENTITAS

(Xl’yl)+6= (%, Y1) >
0= (%, Y1) = (%, Y1) = (X, = X,Y,— Y= (0,0

Jadi, terdapa® = (0, 0) sehingga(x, y;) +0= (X, Y,)-

5. 0(x,Y,),Cp0OR? berlaku & y, } p= (
ADA ELEMEN

(%, ¥)+Pp=0 INVERS

(%, Y1) +(p,a)=(0,0)
P=(0,0)-(%,Y;)
p= (O_ Xl’o_ yl): (_Xll_yl)

Jadi,0(x, y,), (-%,,~y,) berlaku & y, ¥ £X, 7y, F (
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SIFAT 1 — 5 merupakan sif@RUP KOMUTATIF terhadap penju

SIFAT TERTUTUP
Terhadap perkalian
skalar

6. Ambil sebarangirDR dan ,yi Y1R“ berlaku :
a(x, y) = (@x,ay)UR
7. (a+B)(x,y) =[(a+B)x,(a+B)y.]
=(ax + Bx.ay,+ BY,)
=(ax,ay,)+(Bx,BY,)
=a(x, )+ B(X.Y,) —
8. a0, Y1)+ (% Yo =a (Xt X, Y1+ )
=(ax tax,ay,+ay,)
=(ax,ay,)+(@x,ay,)
=a(x, Y1) +a(x,y,)
9. alB(x.y]=a(Bx.By.)

Sifat 7 dan 8
SIFAT DISTRIBUTIF

SIFAT ASOSIATIF

:(aﬁxliaﬁyl)
= aﬁ(xl’ yl)

10.100x,, ;) = (15,10, )= ,.y,)

SIFAT 6 — 10 merupakan sifat dengan operasi penkakalar.

KES: R* merupakarRUANG VEKTOR.

TUGAS: Selidikilah apakah himpunan berikut membknuang vektor bentuk operasi jumlah
dan perkalian yang didefinisikan.

1. HimpunanA={(x y) OR?| x+y =0} dengan definisi:
(% y)+(x,y)=(x+x"y+y)
a(xy)=(ax,ay)

2. HimpunanR? dengan definisi:

(oy)+(xy)=(x+x+1y+y)
a(xy)=(ax.ay)

a b
c d

4. BuktikanR3 ={(x,y,2)| x,y,z € R} merupakan ruang vektor afRs

3. DiberikanM,(R) = {( )| ab,c,d € ]R{}. Buktikan bahwaM,(R) merupakan ruang vektor !
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5. BuktikanC ={x + yi| x,y € R,i = v—1} merupakan ruang vektor ats
6. Latihan 4.2 halaman 141

TEOREMA:
Jika V ruang vektor ataR :

a=0,0a00R

0w=0,0vOVv
-1V =-v,0OvV

o 0o W

a¥=0, makag = 0 atau=
Bukti:

() Bukti yang d sebagai latihan
(i) Ambil sebarangt O R danv O V, perhatikan

l-v=v
=0+1) v
=0-v)+(1-v)
=0-v)+v
sehingga diperoleh

4r+(—1r)=((0 - v)+ v)+(-4r)
0 =0 - v) + (v + (—v))
=0 -v)+0
=0 v
Jadi terbukti bahwa Ov = 0.

(i) Sekarang perhatikan

v+(-1-v)=1-v)0(-1-v)
=1+ (1) v
=0-v
=0
=v + (—v)
dengan menggunakan sifat kanselasi dari kiri, nag@roleh bahwa (-1v) = —v.

(ivy a-0=a-(v+(—v))
=a-(1-v)+ (-1 -v))
=a-(1+(-1) v)
=(o.(1 + (1) v
= (a.0) - v
=0-v
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SUB RUANG VEKTOR
Definisi:
V ruang vektorW JV

W dikatakan sub ruang vektor dari V jika W terhadgprasi yang sama pada V, W membentuk
ruang vektor.

Contoh : A={(x y) OR?*| x+y =0}
AOR?

A sub ruang vektor dariR®>  atau

TEOREMA:

V ruang vektor dayV BV , berlaku W subruang vektor dari V jika dan haria:]

) Ou,vOW berlakuu +vOW
i) Oa OR,OulW berlakuauOW
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KUIS:

1. Diberikan
B={(x, y,2)OR? | x+y= z}

Tentukan apakah B ruang vektor atau bukan?

2. V: himpunan semua fungsi kontinu bernilai real dengperasi berikut

f(x) + g(x) = (f+g) (x)
dan

alf(x)=(@f)x



