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Linear ODES
(Persamaan Differensial Linear Homogen Orde kedua)

Persamaan Linear Ordo kedua

Suatu persamaan differensial ordo-kedua dikatakear jika ia dapat dituliskan ke dalam
bentuk

(1) y"+p(x)y+a(x)y =r(x)

Persamaan ini bersifat linear dalam fungsi y yaaaktdiketahui dan turunan-
turunannya, sedangkan p dan g maupun r di ruas\kdagzat berupa sembarang

fungsi dari x. Jika suku pertama adalah misalfiya)y", maka kita harus membagi

dengan f(x) untuk memperoleh “bentuk baku” (1),glmy" sebagai suku pertama.
Jika r(x)= 0 (artinya r(x) = 0 untuk semua x), maka (1) betumenjadi
(2) y"+ p(x)y+a(x)y=0

Dan dikatakan homogen jika r(¥)0, maka (1) dikatakan tidak homogen.

Misalnya :
y"+4y =€ sinx

Adalah suatu persamaan differensial linear takdgsam, sedangkan
(1-x®)y"—2xy+ 6y =0

Adalah suatu persamaan differensial linear homogen

Fungsi p dan g dalam (1) dan (2) disebut koefipensamaan tersebut.

Persamaan differensial ordo-kedua yang tidak ddjaliskan kedalam bentuk (1)

dikatakan non linear atau tak linear. Sebagai ¢omton linear adalahy"y+y'=0 dan
y'=\y*+1

Persamaan differensial linear ordo kedua memaimeanan pokok dalam banyak

masalah rekayasa. Kita akan melihat bahwa sebagiesamaan itu sangat sederhana sebab



solusinya berupa fungsi elementer. Sebagian laih Jabih rumit sebab solusinya berupa
fungsi-fungsi penting yang bukan elementer, misalnfungsi Bessel dan fungsi

hipergeometrik.
Contoh 1 Solus bagi per samaan differensial linear homogen

Fungsi y = cos x dan y = sin x adalah solusi bagisgmaan differensial linear

homogen

y'+y=0

Untuk semua x sebab untuk y = cos x
(cosx)™ cox=- cog+ CcOos=

Dan begitu juga untuk y = sin x. Bahkan kita dapaiangkah lebih jauh. Jika kita
mengalikan solusi pertama itu dengan sebuah kamastamsalnya 3, maka hasilnya y

= 3 cos X juga merupakan solusi, sebab
(3cosx )* 3cox= 3((cas }" cos=)

Kiranya jelas bahwa alih-alih 3 kita dapat mengduama sembarang konstanta,
misalnya -5 atau 2/9. Kita juga bahkan dapat mékmalcos x dan sin x masing-
masing dapat konstanta yang berbeda, misalnya 2 -@andan kemudian

menjumlahkan hasilnya sehingga memperoleh
y =2cosx— 8sirx

Ternyata fungsi ini juga merupakan solusi bagi @a®@an homogen kita untuk semua

X, sebab

(2cosx— 8sirx )+ 2cos- 8sik= 2[(cas " oos-] 8[(sir+}inx]=0contoh ini
mengilustrasikan kenyataan penting bahwa dalamskpstsamaan linear homogen
(2), kita dapat memperoleh solusi baru dari sokesmig sudah ada dengan cara
mengalikannya dengan konstanta dan dengan caranplehan. Jelas, bahwa ini
merupakan keuntungan praktis dan teoritis yangrpsehab sifat ini memungkinkan
kita untuk membangkitkan solusi yang lebih rumiti dg@lusi yang sederhana. Cara
memperoleh solusi yang demikian ini sering diseivinsip superposisi' yang secara

lengkapnya dapat dinyatakan sebagai berikut.



Teorema dasar 1 bagi persamaan homogen (2)

Jika suatu solusi bagi persamaan differensial til@anogen (2) pada suatu selang |
dikalikan dengan suatu konstanta, maka hasilnya jugsih merupakan solusi bagi
(2) pada selang I. Jumlah dua solusi bagi (2) pgdga merupakan solusi bagi (2)
pada selang tersebut. Bukti. Misalkan @(x) adalaluss bagi (2) pada selang |

selanjutnya akan dibuktikan bahwa y = c@(x) jughusiobagi (2) pada I. Jika kita

subsitusikan y = c@(x) kedalam (2), ruas kiri (Bmadi

(c@) + p(cD) + qcD = c[B+ pD + qd]

Karena @ memenubhi (2) berarti yang didalam tandualgisiku sama dengan nol, dan
terbuktilah pernyataan pertama teorema itu. Bukiiuki pernyataan terakhir jug

asangat mudah dan disediakan.
Suatu ekspresi yang berbentuk
(3) Y = ay1 + Y2 (c1, ¢, sembarang konstanta)

Disebut kombinasi linear;ydan y. Dengan menggabungkan kedua pernyataan dalam
teorema 1, kita menyimpulkan bahwa kombinasi lirtk& solusi bagi (2) pada | juga

merupakan solusi bagi (2) pada I.
Contoh 2 Sebuah persamaan differensial linear dakogen

Subsitusi menunjukkan bahwa kedua fungsi y = 1+cdan y = 1 + sin x adalah

solusi bagi persamaan differensial linear tak hasmog

y'+ty=1

Namun kedua fungsi berikut bukan solusi bagi peesandifferensial ini :
2(1+ cosx | dan(1+cosx + (b sirx

Contoh 3 Sebuah persamaan differensial nonlinear

Subsitusi menunjukkan bahwa kedua fungsi y,=dan y = 1 adalah solusi bagi

persamaan differensial nonlinear

y'y-xy'=0



Namun kedua fungsi berikut bukan solusi bagi peesandifferensial ini :

-x? dan x*+1

Per samaan Bernoulli

(Persamaan Diferensial)

y' + p(X)y = g(y)y (a sesmbarang bilangan nyata)

disebut persamaan Bernoulli. Untuk a = 0 dan apefisamaan itu linear; sedangkan untuk a

lainnya tidak linear.

Prinsip Bernoulli

Adalah sebuah istilah di dalam mekanika fluida yamgnyatakan bahwa pada suatu
aliran fluida, peningkatan pada kecepatan fluidanakenimbulkan penurunan tekanan pada
aliran tersebut. Prinsip ini sebenarnya merupalemygderhanaan dari Persamaan Bernoulli
yang menyatakan bahwa jumlah energi pada sustudiitlalam suatu aliran tertutup sama
besarnya dengan jumlah energi di titik lain padarjaliran yang sama. Prinsip ini diambil
dari nama ilmuwan Belanda/Swiss yang bernama D&migioulli.

Hukum Bernoulli

Dalam bentuknya yang sudah disederhanakan, secamn terdapat dua bentuk persamaan
Bernoulli; yang pertama berlaku untuk aliran takrtempatkan (incompressible flow), dan

yang lain adalah untuk fluida termampatkan (congibds flow).

Aliran Tak-termampatkan

Aliran tak-termampatkan adalah aliran fluida yanigirtkan dengan tidak berubahnya
besaran kerapatan massa (densitas) dari fluidgpdingang aliran tersebut. Contoh fluida tak-
termampatkan adalah: air, berbagai jenis minyakyle&mdll. Bentuk Persamaan Bernoulli

untuk aliran tak-termampatkan adalah sebagai beriku

p+ ogh +%,0|/2 = konstar



di mana:

v = kecepatan fluida

g = percepatan gravitasi bumi

h = ketinggian relatif terhadap suatu referensi
p = tekanan fluida

p = densitas fluida

Persamaan di atas berlaku untuk aliran tak-termtk@padengan asumsi-asumsi sebagai
berikut:

= Aliran bersifat tunakgeady state)
= Tidak terdapat gesekamyiscid)

Dalam bentuk lain, Persamaan Bernoulli dapat ditaln sebagai berikut:

1 1
pl+p9h1+§pv12 = p2+pgh2+5pv22

Aliran Termampatkan

Aliran termampatkan adalah aliran fluida yang dkein dengan berubahnya besaran
kerapatan massa (densitas) dari fluida di sepanjalign tersebut. Contoh fluida

termampatkan adalah: udara, gas alam, dll. PersaBa@ooulli untuk aliran termampatkan

adalah sebagai berikut:

VZ

> + @+ w=konstar

di mana:

@ = energi potensial gravitasi per satuan massagjiavitasi konstan maka= gh
w = entalpi fluida per satuan massa

Catatan: w=0 +£, di manall adalah energi termodinamika per satuan massa,disgaut

p
sebagai energi internal spesifik.



Modeling : Free Ocsillations

(Mass Spring System)

A. Pembentukan M odel
Misalkan diambil sebuah pegas yang bersifat melat@kanan maupun regangan.
Pegas tersebut digantungkan secara vertikal. Digujpppwahnya digantungkan sebuah
benda dengan massa Diasumsikan massa benda lebih besar daripadaanpesgs,
sehingga massa pegas dapat diabaikan. Jika betaték diampai jarak tertentu dan
kemudian dilepaskan, maka benda tersebut akan maemgsuatu gerakan tetapi ujung

atas pegas selalu tetap. Diasumsikan benda tersetggrak vertikal sempurna.

[!

Unstretched
spring So
—_———— —(y=0)0-——-
System in j;
static -
equilibrium System in
motion
(=) (b) {e)

Fig. 32. Mechanical mass—spring system

Akan ditentukan gerakan sistem mekanisnya. Untylatu tersebut, maka perlu
memperhatikan gaya-gaya yang bekerja pada bensabtdrketika bergerak. Hal ini
dapat dianalisis menggunakan persamaan diferensiah dengan memecahkan
persamaan tersebut, akan diperoleh pergedeiigolacement) benda tersebut sebagai
fungsi waktu. Misal, gaya yang bekerja ke bawamitarpositif, sedangkan gaya yang
bekerja ke atas bernilai negatif. Gaya yang bekmga benda tersebut adalah gaya tarik
gravitasi, sehingga

Fy=mg....(1)
Di manam adalah massa benda dguf= 980 cm/dé) adalah percepatan gravitasi.

Pada percobaan menunjukkan bahwa dalam batastbetsu, besarnyB, sebanding



dengan perubahan panjang pegas. Arah dgayke atas jika pegas tersebut ditarik ke
bawah dan arah gaya ke bawah jika pegas ditekatakeSehingga,
F,=—ks ......... (Hukum Hooke) (2)

Di manas menyatakan pergeseran benda tersebukadaenyatakan modulo pegas.
Tanda minus menyatakal,negatif (gaya bekerja ke bawah) untskpositif (pegas
ditarik) dan positif (ke bawah) unt@negatif (ditekan).

Jikas = 1, makaF, = —k. Semakin kuat pegas, maka nkasemakin besar. Ketika
benda itu diam, gaya gravitasi dan gaya pegas datathm kesetimbangan, sehingga

resultannya nol. Maka,

Di manas, adalah perpanjangan pegas pada posisi kesetimbatajik. Pergeseran
benda dari posisi kesetimbangan stayik=-(0) dilambangkan denggn= y(t), dengan
arah ke positif (gaya ke bawah). Pergeseran inhumg hukum Hooke, menimbulkan
suatu gaya tambahan sebesay pada benda tersebut. Dengan demikian, resultaa gay
gaya yang bekerja pada benda tersebut pada pgs)sadalah

Fi+F,—ky=-ky....(4)



B. Sistem Tak Teredam: Persamaan dan Solusinya
Jika peredaman sistem begitu kecil sehingga daphaittan, makaersamaan (4)
merupakan resultante semua gaya yang bekerja padia litu. Persamaan diferensialnya
sekarang dapat diperoleh berdasatakum kedua Newton.
Massa X Percepatan = Gaya

Yang dimaksud dengagaya ialah semua yang bekerja pada benda tersebut. Di

2
dalam kasus ini, percepatannya adalédl= ZTf sedangkan resultante gaya itu diberikan

olehpersamaan (4). Jadi,
my" = —ky
Ini berarti gerak sistem ini mengikuti persamaderénsial linear dengan koefisien
konstanta:
my"+ky=0 .ounnnn. persamaan (5)
Diperoleh solusi umum:

y(t) = Acoswyt + Bsinwpt ............ persamaan (6)

k
Dengan wo = |+

Gerak yang mengikuti persamaan ini disetmitasi selar as (harmonic oscillation).
Gambar 35 menggambarkan bentuk tipikagrsamaan (6) untuk pergeseran awal positif
tertentuy(0) dan beberapa kecepatan awgl0) yang berbeda yang masing-masing
menentukan satu nil#l padapersamaan (6). Sehingga dalarpersamaan (6), A = y(0)
dany'(0) = wyBs.

Dengan menerapakan rumus kosinus, dapat divetifiledsvaper samaan (6) dapat

dituliskan sebagai:

(@ Posltive
@ Zero Initial velocity
(3) Negative

Fig. 33. Harmonic oscillations



y(t) = C cos(wyt — 9)
Dengan C =VA? + B2 dantan 6 = %

Karena periode fungsi trigonometrik pagarsamaan (6) adalahi—”, benda itu
0

mengalami% disebutfrekuensi osilasi itu dan diukur dalam siklus per detik yang

disebut Hertz (Hz).

. Sistem Teredam: Persamaan dan Solusinya
Jika massa dihubungkan dengan suatu peredam malsadiperhitungkan pengaruh
redaman tersebut. Gaya peredam ini mempunyai aalj perlawanan dengan gerak

saat itu dan diasumsikan bahwa besarnya sebandimgad kecepatan benda tersebut
y'= %). Hampiran ini biasanya sudah baik, setidaknyalkut¢cepatan rendah. Jadi,

gaya peredam itu berbentuk:
F3=—cy’

Akan ditunjukkan bahw#onstanta peredam ¢ adalah positif. Jika' positif, benda
itu bergerak ke bawah (dalam arahp positif), sehingga cy’ merupakan suatu gaya ke
atas, karena menurut kesepakatary’ < 0 sehinggac > 0. Jika y' negatif, benda
bergerak ke atas, sehinggay’ merupakan suatu gaya ke bawah, jady > 0, yang

berimplikasic > 0.

Resultante gaya-gaya yang nekerja pada bendau¢sstarang adalah:



F1+F2+F3:_ky_cy’

Jadi, berdasarkamkum dua Newton,

"

my = —ky—cy'
dan dapat dilihat bahwa gerak sistem mekanis tareddentukan oleh persamaan
diferensial linear yang memiliki koefisien konstan.
my' +cy' +ky=0 ... persamaan (7)

Persamaan cirinya adalah:
c k
P+—21+—=0
m m

Dengan akar-akarnya:

My = ==t o7~ amk
L27 2m = 2m ¢ m
Jika
azj dan ,B:i\/cz—élmk ......... persamaan (8)
Maka

M=—a+p dan A, =—-a-p
Bentuk solusi darpersamaan (7) akan bergantung pada peredamnya. Terdapat 3

kemungkinan kasus, yaitu:

Kasus|: peredaman lebih

c? > 4mk (dua akar nyata,, A4, yang berbeda)
Kasus|l: peredaman kurang
c? < 4mk (dua akar konjugat kompleks)
Kasuss|ll: peredaman kritis

c? = 4mk (dua akar kembar)

. Kasus|: Peredam L ebih

Bila konstanta peredamanbegitu besarnya sehingga > 4mk, makal, danai,
merupakan akar nyata yang berbeda. Dengan dengoarsi umum bagpersamaan (7)
adalah:

y(t) = c,e @ Pty e-(@tpt persamaan (9)



(@ (b}
(D Positive
@ zero ] Initial velocity
(@ Negative

Fig. 36. Typical motions (7) in the overdamped case
(a) Positive initial displacement
(b) Negative Initial displacement

Dalam kasus ini benda tidak terisolasi. Unttuk> 0, kedua eksponen pada
persamaan (9) bernilai negatif sebalr > 0, f > 0, danp? = a? — % < a?. Dengan
demikian, kedua suku pad#rsamaan (9) mendekati nol jikat menuju tak hingga.
Secara praktis, setelah waktu yang cukup lama miéissakan berhenti pada posisi
kesetimbangan statiky (= 0). Hal ini terjadi dikarenakan oleh peredam yangqyeeap

ebergi dari sistem tersebut.dan tidak ada gayaylaag membuat sistem itu bergerak.

Gambar 37 memperlihatkampersamaan (9) untuk berbagai kondisi awal yang tipikal.

. Kasusll: Peredam Kritis
Kasus Il terjadi jika persamaan karakteristiknyanmpanyai akar kembar, yaitu jika
c? = 4mk, makag = 0,1, = 1, = —a. Sehingga sesuai dengan solusi umun) =
(c; + cyt)e™%.....Persamaan (12).
Solusinya dapat melalui titik equilibrium positiedgany = 0 paling banyak satu
kali karenac; + c,t mempunyai sebanyak-banyaknya satu nilai nol godika g dan ¢
keduanya positif atau keduanya negatif, maka tidempunyai nilai nol positif,

sehingga y tidak melewati nol (lihat gambar 37).



(@ Pasitive
@ zero Initial velocity
@ Negative

Fig. 37. Critical damping [see (8]

F. Kasuslll : Peredaman Kurang
Jika konstanta peredamam begitu kecil sehinggac? < 4mk, maka g pada

persamaan (8) merupakan bilangan khayal murni,Inyiaa

k

B =iw*.....Persamaan (10) dengah = \/4mk —c%= _ < >0
4m?2

Akar-akar persamaan cirinya merupakan konjugat keksp
M=—a+io’, A =—a—iw"

dengan a = ¢/(2m), seperti yang diberikan pada persamaan (8) dansisol

umumnya adalah
y(t) = e “(Acosw*t + Bsinw*t) = Ce % cos(w*t — §)....Persamaan (11)
di manaC? = A?> + B? dantan§ = %, seperti dalam persamaan)(6

Solusi tersebut menggambarkan osilasi teredam. &solusinya terletak diantara
kurvay = Ce™% dan kurvay = —Ce~%t, dalam gambar 38. Menyinggung kedua kurva
tersebut bilaw*t — § merupakan kelipatam karenacos(w*t — &) terletak antara -1 dan
1.



Frekuensinya adala?z‘éz- Hz. Dari persamaan (10) dapat dilihat bahwa senkdail c

(> 0), semakin besas* dan semakin cepat osilasinya. Sementareendekati nolw*

semakin mendekatv, = \/% pada osilasi selaras ( persamaan (6)), dan flslx%r}

adalah frekuensi asli pada sistem.

Fig. 38. Damped oscillation in
Case lii [see (10)]

G. Contoh 2:
Bagimanakah gerak dalam contoh lakan berubah isilans tersebut mengalami
peredaman yang diberikan oleh :
1. ¢=200,0 kg/det
2. ¢=100,0 kg/det
3. ¢=179,8 kg/det
Penyelesaian :
1. m =9,082 kg dank = 890 newton/meter
Model dari masalah ini adal&h082y" + 200y + 890y = 0
y(0) =0,15,y'(0) =0
Persamaan karakteristikny8,0821" + 2001+ 8901 = 0
Akar-akarnya 1; = —6,190 danA; = —15,83
Maka persamaan umumnyg = c,;e %199 4 ¢, ~1583t
Sehingga y’' = —6,190c,e %199t + —15,83¢,e 1583t
Dari persamaan (9) dan kondisi awal, diperolej +c, =0,15 dan
—6,190¢;,—15,83¢c, = 0



Sehingga diperolehc; = 0,24 danc, = —0,09
Maka solusinya y = 0,24e =410t — 0,09¢ 1583t
Solusinya mendekati nol jika — . Proses pendekatannya sangat cepat, hanya
dalam beberapa detik sudah menjadi nol, artinya bethenti.
2. Model dari masalah ini adal&082y" + 100y  + 890y = 0
Persamaan karakteristikny8,0821" + 1001+ 8901 = 0
Akar-akarnya 1 = —5,506 + 8,227i
Maka persamaan umumnyg = e ~>5%¢(4 cos 8,227t + B sin 8,227t)
Sehingga
y = e 5506t (55064 cos 8,227t — 5,506B sin 8,227t — 8,227A sin 8,227t +
8,227Bcos 8,227t)
Dari persamaan (11) dan kondisi awal diperdleh 0,15 danB = 0,1004
Maka solusinyay = e~>5%6t(0,15 cos 8,227t + 0,1004 sin 8,227t)
Osilasi teredam ini lebih lambat daripada osiladass pada contoh yaitu sekitar
17%
3. Model dari masalah ini adal®082y" + 179,8y + 890y = 0
Persamaan karakteristikny8,0821" + 179,81" + 8901 = 0
Akar-akarnya kembar yaitt = —9,899
Maka persamaan umumnyg = (c; + c,t)e 289t
Sehingga y = (¢, — 9,899¢; — 9,899c,t)e 8%t
Dari persamaan (12) dan kondisi awal, diperalek 0,15 danc, = 1,485
Maka solusinyay = (0,15 + 1,485t)e~289%

Nilai y turun dengan cepat menuju nol secara manoto

Pembentukan Model Rangkaian Listrik

Pada bab ini dikhususkan untuk menelaah sistemmeiang mempunyai kegunaan
praktis yang besar. Pentingnya sistem mekanis amtimya dapat digunakan untuk
membangun suatu model listrik. Kita akan memperékban di antara sistem mekanis dan

listrik yang tidak saja bersifat kualitatif, tetgpiga kuantitatif di dalam pengertian bahwa



untuk suatu sistem mekanis yang diberikan kita dapembangun suatu rangkaian listrik
yang arusnya akan memberikan nilai eksak dari gerge di dalam sistem mekanis itu bila
kita memperkenalkan faktor skala yang cocok. Keguaraktis dari analogi di antara sistem
mekanis dan listrik seperti itu hampir jelas. Amaldu mungkin dapat digunakan untuk
membangun suatu “model listrik” dari sistem mekayésg diberikan. Di dalam banyak
kasus, hal inii merupakan penyederhanaan yang iekesebab rangkaian listrik mudah
dirakit, dan arus juga tegangannya mudah diukularsgkan konstruksi suatu model mekanis
mungkin rumit dan mahal, dan pengukuran pergesakan memakan banyak waktu yang
kurang teliti.

Membentuk M odel

Rangkaian listrik yang paling sederhana adalahkaag seri yang sumber tenaga listrik
(gaya elektromotoris)nya adalah sebuah generatar stbuah batere, dan sebuah resistor

yang mengggunakan energi misalnya lampu. (Lihatogardi bawah ini)

c
E
N

Jika saklar ditutup, arus | akan melalui resigdan akan menyebabkan perbedaan tegangan

yaitu potensial listrik pada kedua ujung resisterbieda. Perbedaan potensial ini dapat diukur
dengan voltmeter. Percobaan menunjukkan bahwa hilenikut berlaku.
1. Perbedaan tegang&p yang melalui resistor sebanding dengan arsesat itu, yaitu
Er =RI

dimana konstanta perbandingBndinamakan resistansi dari resistor. Adugiukur dalam
satuan ampere, resistaisdalam ohm, dan tegang&p dalam volt

Dua elemen penting lainnya dalam rangkaian yahi leumit adalah induktor dan
kapasitor. Induktor melawan perubahan arus, menguefek inersia dalam listrik, seperti
masa dalam mekanika. Suatu percobaan menghasilkamhberikut.
2. Perbedaan tegangan Yang melalui induktor sebanding dengan laju perabatrus |

terhadap waktu, yaitu
E, =L a
L™= at
dimana

konstanta perbandingdn: induktansi dari induktor (henry)



t : waktu (detik).

Kapasitor adalah elemen yang menyimpan energi.uSp@tcobaan menghasilkan hukum
berikut.

3. Perbedaan tegangahp yang melalui kapasitor sebanding muatan lisrikang tersimpan

dalam kapasitor saat itu, yaitu

Ec= % Q
dimana
C : kapasitansi (farad)
Q : muatan (coulomb)

Karenal (t) = % , hal ini dapat dituliska'; = %fl(t) dt. Jumlah ketiga

tegangan ini sama dengan gaya gerak lig(#. Untuk sinusidaE(t) = E;sinw t (E,

konstan), hukum ini akan menghasilkan
d
Ld—i+ RI+%fI(t)dt=E(t)=Eosinwt 1)

Untuk mengeluarkan bentuk integral dalam persar(iEarkita diferensiasi terhadap t

menghasilkan

LI"+ RI'+ 21 = Eqwcosw t (1)
Sistem Listrik Sistem Mekanis
InduktansiL Massam
TahanamR Konstanta redamamn
Kebalikan1/C dari kapasitansi Modulus pegask
TurunanE,w cos w t dari gaya gerak listrik | Gaya dorondg,w cos w t
Arusi(t) Pergeseram(t)
Ulasan

Dengan melihat kembali bahwia= Q ‘, maka kita peroleh’ = @’ danQ = [ I dt. Sehingga
dari persamaan (1’) kita peroleh muatan Q padadieppaebagai persamaan diferensial

LQ”+ RQ '+ Q = Eysinwt (1)
Pada sebagian besar masalah praktis,/dtdsdalah lebih penting dibandingkan dengan
Q(t), dan berdasarkan alasan ini kita akan lebih memagigan persamaan (1) daripada
persamaan (1”).

Pembahasan Penyelesaian Persamaan (1)



Untuk memperoleh suatu penyelesaian khusus dakitélylapat bekerja dengan

mensubstitusi Ip(t) =acoswt+bsinwt
: _ —EgS _ —EgR
ke dalam (1) kita peroleh = ragz b = T
. : . 1
dimanaS$ dinamakan reaktansi, dan rumusnya S = wL "
Kita dapat menuliskaf), dalam bentuk L,(t) = Iysin (wt — ) (2)
. Eq a S
=a? 2 = =—=-==
dimanal, =va? +b Trzss? dan tan6 Pl

KuantitasvR? + S§2 dinamakan impedansi.
Suatu penyelesaian umum dari persamaan homogerbgakajtan dengan (1) adalah

I, = c;eMt + ce?2t | dimanal; danl, adalah akar-akar dari persamaan karakteristik
. 1
berikutA? + %/1 + o= 0. Rumus untuld, = —a +  danl, = —a —  dengan

R 1 4L
a=—, =— |R?——

2L T 2L c
CONTOH 1. Rangkaian—RLC
Carilah arud(t) dalam suatu rangkaiaiR L.C dengankR = 100 ohm,L = 0,1 henry,
C = 10~3farad, yang dihubungkan dengan suatu sumber tegdi{@a = 155sin377t
(sehinggab0 Hz = 60 gelombang/detik), dengan menganggap muatan darsamia dengan
nol bilat = 0.
Penyelesaian.
Persamaan (1) adalah

0.11”+ 1001’ + 10001 = 155.377cos377t.

L 1
Kita hitung reaktans§ = 37,7 — b 35 dan arus tunak

I,(t) = acos377t + bsin377t

—155.35 —155.100

dimana a=———= —0483 b=——
1002+352 1002+352

=1,381

Kemudian kita selesaikan persamaan karakteristiknya
0.11%2 + 1001 + 1000 = 0
Akar —akarnya adalaky = —10 dani, = —990 , sehingga penyelesaian umumnya adalah
1(t) = c,e™ 19 + ¢,e799%t — 0,483c0s377t + 1,381sin377t (3)
Kita tentukanc,; danc, dari syarat awa (0) = 0 dan/(0) = 0. Pada substitug(0) = 0
menghasilkan/(0) = ¢; + ¢, — 0,483 =0 4)



Pada persamaan (1) jika diolah secara aljabar hasilgan
I'(t) = % [E(t) —RI(t) — %Q(t)] .

Oleh karen& (0) = 0, I(0) = 0 danQ(0) = 0, mengakibatkan(0) = 0. Dengan
mendiferensialkan persamaan (3) kita peroleh

1'(0) = —=10c; — 990¢, + 1,381.377 = 0 (5)
Dari (4) dan (5) diperolety = —0,043 danc, = 0,526. Jadi dari persamaan (3) kita peroleh
penyelesaianI(t) = —0,043e~1% + 0,526e2%°t — 0,483c0s377t + 1,381sin377t.
Dua suku yang pertama akan menghilang secara dgpasetelah jangka waktu yang sangat
pendek, secara praktis arus akan mengalami okdasionik dengan frekuen&0Hz = 60
gelombang/detik, yang merupakan frekuensi darirtgga yang dimasukkan. Perhatikan
bahwa menurut (2) kita dapat menuliskan arus tanalkalam bentuk

I,(t) = 1,463sin (377t — 19,314)
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