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BAB |
PERSAMAAN DIFERENSIAL DAN SOLUSINYA
A. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang memuat derivatif (turunan) satu

atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas suatu fungsi.
Contoh:

Berikut merupakan contoh persamaan diferensial.

d2y dy)2
1. YY) -0
dx? Xy(dx

4 2
2. %+5¥+3x:sint
ov ov
+ =y
Js ot
62u+62u azu:
x> oay* 0z’

Selanjutnya, persamaan diferensial dapat pula dinotasikan sebagai y'= % atau x'= d—f[(
X

B. Persamaan Diferensial dan Klasifikasinya
1. Persamaan Diferensial Biasa dan Ordernya

Persamaan diferensial biasa merupakan sebuah bentuk persamaan yang memuat turunan

satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas suatu fungsi.

Penentuan order suatu persamaan diferensial tergantung pada kandungan fungsi turunan di
dalam persamaan diferensial tersebut. Order atau tingkat suatu persamaan diferensial

merupakan pangkat tertinggi turunan dalam persamaan diferensial.
Contoh:

1) y'=sinx+cosx atau y'-sinx—cosx= ( : persamaan diferensial biasa order

pertama.
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2) y"+7y=0 :persamaan diferensial biasa order kedua.

3) y"+3y-4y=0 : persamaan diferensial biasa order kedua.

4) y"-e*y"-yy'=(x*+1)y* :persamaan diferensial biasa order ketiga.

2. Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial merupakan sebuah bentuk persamaan yang memuat turunan

parsial satu atau lebih variabel tak bebas terhadap lebih dari satu variabel bebas suatu fungsi.

Contoh:
1) % + @ =0
ox oy
2) ov_ov +2v=0
ox oy
2
3) a_l: +% =
ox- oy
4) ou +0_u + o =e, e bilangan alam/natural (konstanta)
ox o9y o0z

3. Persamaan Diferensial Biasa Linear dan non Linear

Persamaan diferensial biasa linear order n dapat dituliskan sebagai

Y, 8
() a0

+10:42,(y =b(X)

Dimana a, # 0.

Persamaan diferensial biasa non linear jika persamaan diferensial tersebut tak linear.
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Contoh:
1. d’y dy +4y=0 (PD linear order dua)
dx*>  dx
2. d—}{ X d” §/+ x* = dy_ xe* (PD linear order empat)
dx dx dx
2
d’y +3dy +4y°=0 (PD non linear)
dx*> dx
4.0\2 3
4. d—i/ + X 2 d Z+ x: =L dy _ = xe* (PD non linear).
dx dx dx

Perhatikan bentuk berikut:

%—ax axy
dt

dy

— =—-CV+

it Y+ Xy

merupakan bentuk sistem persamaan diferensial Lotka-Volterra atau predator-prey (sistem
mangsa pemangsa dalam ekologi). Materi tersebut untuk pembahasan persamaan diferensial
yang tingkat lanjut.

LATIHAN

Klasifikasikan persamaan diferensial berikut:

1. ﬂ+x2y:xex
dx
dy, 4% _ dy
2. +4 5—+ sinx
dé dx?  dx ¥=
3. 0u+6u
x> oy’

4. xdy+y’dx=0
d*y d2y °
5, —+3|—| +5y=0
dx* (dx2 Y
d'u  d°u du

6. +—+—+u=0
ox’ay® ox> oy’
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2

7. d 2/+ysinx:0
X
2

8. d ¥+xsiny:0
X

6 4 3
9.d;(+dff d¥+x=t
dt dt dt

3 2
10. (KJ = d—£+1
ds \/ ds

C. Penyelesaian Persamaan Diferensial

1. Penyelesaian eksplisit dan penyelesaian implisit

Diberikan suatu persamaan diferensial

F|:X) yiﬂ,“' )(;Xny:| = 0

- (C.1)

Suatu fungsi real f yang terdefinisi untuk semua X[ 1 dan memiliki turunan sampai ke-n untuk
semua X[11 disebut penyelesaian (C.1) jika dipenuhi:

FIx f(X), f '), f?x)]=0.

Contoh soal 1:
Apakah fungsi eksplisit f(x) = x* merupakan penyelesaian dari persamaan diferensial
xy'=2y, 0x?
Jawab:
y=f(x)=x*=y'=f'(X)=2x
Sehingga:
xy'=X(2x) = 2x* dan 2y = 2x°.
Dengan demikian, xy'= 2y = 2x°

Jadi, fungsi f(x)= x* adalah penyelesaian persamaan diferensial xy'= 2y, Ox.
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Contoh soal 2:

Apakah suatu fungsi implisit (yaitu fungsi dimana hubungan dari x ke y tidak tampak dengan
jelas) yang didefinisikan sebagai x°+y?-1=0 merupakan penyelesaian persamaan
diferensial yy'= —x pada [-11] ?

Jawab:

2 +y?-1=0= 2x+2y Y _0=0

dx
2X + Zy% =0
Zy% =-2X

W'= =X, (karena ﬂ =y")
dx

Jadi, fungsi implisit x> + y* -1=0 adalah penyelesaian persamaan diferensial yy'= —x pada
[-11], karena kurva fungsi x*+y?-1=0 atau x*+y® =1 adalah kurva lingkaran yang

berada pada [—11] .

Y

2]

1
KN2+y2:1

0 T
&

1

2

Keterangan:
Penyelesaian suatu persamaan diferensial berbentuk y=f(x) disebut fungsi eksplisit, sedangkan

fungsi implisit, misalnya g(x,y)=0.
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Contoh soal 3:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial y'=sinx.

Penyelesaian:

y'=sinx
._ dy
Y dx
: dy _ . .
Sehingga vl sinx = dy =sinxdx
_[ dy = fsinxdx

Maka y =—-Ccosx+cC, ¢ = konstanta.
Keterangan:

i. Jika c: konstanta sebarang, maka penyelesaian persamaan diferensialnya disebut
penyelesaian umum.
ii. Jika konstanta ¢ memiliki nilai tertentu, maka penyelesaian persamaan diferensialnya

disebut penyelesaian khusus.

Contoh soal 4:
Apakah fungsi y=ce*, ¢ = konstanta merupakan penyelesaian persamaan diferensial
y'-y=207?
Penyelesaian:
y=ce'=y'=ce
sehingga y'—y=ce* —ce*=0.
Jadi, fungsi y=ce* merupakan penyelesaian persamaan diferensial y'—y=0 (dalam

pengertian penyelesaian umum, karena konstanta ¢ sebarang).

2. Penyelesaian Umum dan Penyelesaian Khusus

Perhatikan contoh soal 4 sebelumnya. Dikemukakan bahwa persamaan diferensial y'—y =20

memiliki penyelesaian umum y=ce*, ¢ = konstanta sebarang. Jika peubah x diberi nilai

tertentu dan nilai fungsi penyelesaiannya ditetapkan, maka didapatkan nilai konstanta c.
Selanjutnya, nilai konstanta c tersebut disubstitusikan pada penyelesaian umum, maka

diperoleh penyelesaian khusus.
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Contoh 1:

Persamaan diferensial y'—y =0 memiliki penyelesaian umum: y=ce*. Misal diberikan nilai
Xx=0 dany(0) =1, makay(0)=ce’ & 1=c.1<c=1
Sehingga diperoleh penyelesaian khusus : y=¢€".

Contoh 2:

Pada persamaan diferensial y'—sinx= 0 diperoleh penyelesaian umum : y=—COSX-+C.
Andaikan variabel x diberi nilai x= 7 dan y(7) =3, maka

y(r)=—cost+C< 3= Hcec= 2

Jadi, penyelesaian khusus persamaan diferensial y'—sinx= 0 adalah

y =—COSX+ 2.

D. Aplikasi Persamaan Diferensial dalam Bentuk Pemodelan Matematis.
Pengetahuan persamaan diferensial memiliki kontribusi yang besar pada bidang kajian dan
pengembangan sains dan teknologi dalam bentuk pemodelan matematis terapan persamaan

diferensial untuk memudahkan penyelesaiannya.

Contoh soal 1:

Buatlah pemodelan matematis dengan persamaan diferensial dari hukum-hukum benda jatuh
di ruang hampa dengan gravitasi g =9,8m/def.

Penyelesaian:

Model matematis dengan persamaan diferensial untuk Gravitasi (percepatan) benda jatuh

sebagai berikut:

d’h
=——=9,8; h: tinggi
g a2 g9
. . d’h
sehingga diperoleh PD: F_Q’SZ 0.

Persamaan untuk kecepatan benda jatuh:

v(t):%:9,&+v0: gt + V.
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sehingga diperoleh PD: % =9,8+Vv,=0t+v,

Apabila dicari persamaan tinggi benda jatuh, diperoleh:

h(t) = %gtz Fvt+h

untuk v, =0 dan h, :O,h(t):%gtz.

Contoh soal 2:

Tuliskan formulasi hukum pendinginan newton dalam bentuk persamaan diferensial dimana T(t)
adalah suhu benda yang ditempatkan di dalam medium yang suhunya dijaga tetap T;.
Penyelesaian:

Formulasi yang diminta adalah Cll_-'lt- =—k(T-T,), k : konstanta kesebandingan.

Contoh soal 3:

Sebuah tangki penampung cairan berisi 20 galon air asin. Larutan air garam mengandung 75
pon garam larut. Kemudian larutan air garam yang berisi 1,2 pon garam per gallon dimasukkan
ke dalam tangki dengan laju 2 galon per menit dan air asin di dalam tangki dialirkan keluar
dengan laju yang sama. Jika larutan air asin di dalam tangki dipertahankan agar homogen
dengan tetap mengaduknya, tentukan formulasi (pemodelan matematis) persamaan diferensial
yang digunakan untuk penyelesaian perhitungan banyaknya garam di dalam tangki.
Penyelesaian:

Andaikan y adalah banyaknya garam (dengan satuan pon) di dalam tangki pada t menit. Dari air
asin yang dialirkan masuk, tangki mendapat tambahan 1,2 pon garam per galon, sehingga

menjadi 2,4 pon per menit. Bersamaan air garam yang dimasukkan, dialirkan keluar dari tangki

6iO y, sehingga formulasi perhitungan banyaknya garam di dalam tangki adalah

dy _

1 1 dy
=2,4-—vy atau —y+—==2,4.
dt 60y 60y

dt

Jadi, formulasi yang dimaksud adalah y'+6io y—2,4= 0.
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LATIHAN :

1. Tunjukkan bahwa setiap fungsi di kolom | merupakan solusi dari persamaan diferensial

di kolom Il pada interval a< x<b.
| ]

a. f(x)=x+3e” gy+y x+1
X
2

b. f(x)=2e* -5 d_¥—7ﬂ+12y=o
dx dx
2

c. f(X)=€"+2x*+6x+7 d—¥—3ﬂ+2y:4x2
dx dx

1 2\ A%y, , 0y
d. f(x)= 1+ X | —+4x—=+2y=0
(x) 1o ( )dxz oy

a. Tunjukkan x° +3xy® =1 solusi implisit persamaan diferensial 2xy%+ x*+y*=0
X
pada interval 0<x<1.

b. Tunjukkan 5x*y” — 2x®y?* = 1 solusi implisit persamaan diferensial x% +y=x%y°
X

pada interval 0< x < g .
a. Tunjukkan setiap fungsi f yang didefinisikan oleh
f(x) = (x + c)
dengan c sebarang kostanta, merupakan solusi persamaan diferensial

d —Z +3y=3x%"
dx

b. Tunjukkan setiap fungsi f yang didefinisikan oleh
f(x)=2+ce™
dengan c sebarang kostanta, merupakan solusi persamaan diferensial

d +4xy = 8x
dx

10
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BAB Il

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER PERTAMA

A. Persamaan Diferensial Terpisahkan (PD separabel)
1. Persamaan Diferensial Terpisahkan

Terdapat persamaan diferensial order pertama yang dapat direduksi menjadi:
g(y)y'= f(x), dimana y':%
X

sehingga, g(y)ﬂ: f(x).
dx

Persamaan g(y)dy = f (x)dx merupakan persamaan diferensial terpisahkan.
Bentuk g(y)dy= f(x)dx adalah cara lain untuk menuliskan persamaan diferensial
g(y)y'= f(x). Persamaan ¢(y)dy= f(x)dx disebut persamaan diferensial dengan

peubah-peubah terpisahkan atau persamaan diferensial terpisahkan.

Persamaan diferensial di atas, kemudian dikenakan operasi integral dan didapat
[ atydy= [ f(ax.

Jika fungsi-fungsi f dan g kontinu, maka nilai integralnya ada dan hasil integralnya

merupakan penyelesaian persamaan diferensial tersebut.

Contoh soal 1:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial 16yy 4+ 9x = 0.

Penyelesaian:

16yy+ 9% =0
16yy '= — X
dy
16y — = —9x
ydx
16ydy = — 9xdx

f16ydy:f—9xdx

9
8y’ =—-=x"+c
y 2

11
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8y2+§x2:c.

Jadi, penyelesaian persamaan diferensial di atas adalah 8y* Jr%x2 =C.

Contoh soal 2:
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial y'— ysinx= 0.
Penyelesaian :

y'—ysinx=0

dy .
— =ysinx
dx y

1ﬂ:sinx

y dx

f%dy:fsinxdx

In|y [ —cosx+c
|y':echSX+C.

Latihan:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial berikut.
1. 2xy4+x*=0

2. y—xy?=0
3. 3xy=y=0
4. yy'=3C0SX
5

y'tanx—7= 0

o

y'e+2xy=0
7. Bxy+y'x=0

L'_ 1
2x X241

12
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2. Persamaan Diferensial Terpisahkan dengan Nilai Awal

Pada bidang terapan masalah nilai awal memegang peranan penting untuk menentukan
penyelesaian khusus dari sebuah persamaan diferensial. Andaikan penyelesaian khusus
g(X) memenuhi kondisi awal pada suatu titik tertentu X, dan penyelesaian y(x) mempunyai
nilai tertentu yo, ditulis y(Xo)=Yo.
Misal:
y(1) =0berartiy =0jikax=1
y(0) =2 berartiy =2 jikax =0
y(7) =10 berartiy = 10 jika x=m7
Kondisi awal dari penyelesaian suatu persamaan diferensial disebut nilai awal dan untuk
penyelesaiannya harus ditentukan penyelesaian khusus yang memenuhi syarat awal yang
diberikan.
Pemahaman masalah nilai awal berasal dari suatu realita pada terapan bahwa peubah
bebas seringkali berupa faktor waktu, sehingga persamaannya berbentuk y(x,) = yo yang
merupakan situasi awal pada suatu peubah. Misal pada waktu tertentu didapat
penyelesaian dari suatu persamaan diferensial, maka penyelesaian itu menunjukkan kondisi

yang terjadi pada waktu kemudian misalnya dalam bentuk y(x) = ax + b.

Contoh soal 1:

Tentukan penyelesaian masalah nilai awal dari suatu persamaan diferensial:
Xy'+y=0, y1)=1

Penyelesaian:

Xy+y=0
dy
X—> = —
dx y
1dy:—}dx
y X

1 1
InlyE—In|x |[+c

| y ': e—ln|><|+c .
Nilai awal : y(1)=1

sehingga: 1=€"=c=0.

13
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Jadi, penyelesaiannya adalah |y |= e ""¢ .

Contoh soal 2;

Tentukan penyelesaian masalah nilai awal pada persamaan diferensial:
(C+D)y+y*+1=0 ,y(0)=1
Penyelesaian:
(C+)y+y’+1=0
(X2 +1)ﬂ =—(y*+1)
dx

dy _ dx
(Y’+1)  (xX*+12)

dy dx
f(y2+1)__f (2 +1)

arctany = — arcta+c

arctany + arctam=c.

Misal: arctanx=a dan arctany = b sehingga menurut teori dalam persamaan trigonometri

yakni

tan@+b)= M

1— tana tarb

Sehingga:

tanc= Xty :

1-xy
. X+Yy . : -
Jadi, 1— = tanc merupakan penyelesaian umum persamaan diferensial di atas.
—Xy

Diberikan nilai awal y(0)=1, artinya y =1 jika X=0, sehingga

01 _anc= tarc= 1

1-0.1

Jadi, penyelesaian PD di atas adalah

14
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atau y= 1=x
T x

I
[EEN

Soal- soal Latihan

Tentukan penyelesaian masalah nilai awal dari persamaan diferensial berikut.

1. xy'+y=1 ,y@e)=1

2. y-2—0 ,y(@=0
y

3. y'—2sifx=0 ,y(0=+ <
4. yy'=x* ,yB)=0
5. y+x’y=0 ,y()=1.

. Persamaan Diferensial Homogen (PD dengan Transformasi)

Diberikan suatu persamaan diferensial y'=g X] , dimana g adalah fungsi dari Y :
X X
Misal:
2
X X

3.1

X] :1+X, dan lain-lain.
X X

Andaikan Y_ u, dimana y: fungsi dari x, dan u: fungsi dari x

X

Sehingga : y = UX
dy d ,
—=—(Uux)=u+u'x
dx dx( )

berarti :
dy . :
—=y'=u+u'x.
dx y

y

Jika y'=u+4u'x dikembalikan pada persamaan diferensial y'= ¢ [—] , maka diperoleh:
X

15
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u+u'x:g[%], g[%]:g(u)

du
Xx—=g(u)—u
™ g(u)
du  dx
glu)—u X
du dx . . :
Bentuk ——— = — adalah persamaan diferensial terpisahkan.
gluy—u X

Penyelesaiannya:
f du  prdx
g(u) —u X

Jika fungsi g(u) diketahui, maka penyelesaiannya dapat ditentukan.

Contoh soal 1:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial 2xyy'—y?+x*=0 dengan transformasi

usY.

X

Penyelesaian:

2xyy—y* +x*=0 dikalikan iz
X
Yoo Y
2—y'——2+1:O
X X
2
2y X] +1=0 Ay
X X X
2uy—u*+1=0 ;y'=u+u'x

202 +2uu'x—u?+1=0
2uu'x+u’+1=0
2uu'x:—(u2+1)

16
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u du_ 1
u®+1dx X
22u :—de
u-+1

Inju>+1F—In|x Hc

|u? + 1} e nike u=Y
X

2
[X] —}—J‘ — efln|x|+c
X

Karena e "™ bernilai positif sehingga diperoleh

2
[y] +1 7In|><|+c

X
2
y—2+1: E C : konstanta.
X X
. . y? C C
Jadi, penyelesaiannya adalah —2+1:H atau y==+x H—l.
X X X

Contoh soal 2

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial y'= cot(x+ y)—1 dengan transformasi
X+y=V.

Penyelesaian:

y'=cot(x+y)—1.

Transformasi:
+y=v
y=V—X
y'=v'—1.
Sehingga:
v'—1=cotv—1
V'=cotv

17
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dv
— =cotv
dx

i dv = dx
cotv

tanvdv = dx
ftanvdv:fdx
—In|cosv + x+cC
In|cosv §— k+c )
In|cosk+y)¥+— &k+c)
cosix+y)=e **9

X+ y=arccos **?

y = —Xx+arccoe "9,

Jadi, penyelesaiannya: y = —x+ arccoge *™.

Latihan

JV=X+Y

Dengan transformasi yang diberikan, tentukan penyelesaian persamaan diferensial berikut.

1.
2.

3.

Persamaan diferensial order pertama berbentuk :
M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0

y'=(y—x)?
ey'=k(x+¢€')-1 ;x+€' =u
L Yy—Xx+1

. 1-2y—4X
1+y+2x

xy'=e¥—-y ;xy=u

y—Xx=u

y—Xx=u

yY+2X=U.

. Persamaan Diferensial Exact

, k : konstanta

(1)

disebut persamaan diferensial exact jika ruas kiri merupakan diferensial total, yaitu

ou ou
du=—dx+—d
OX oy Y

(2)

18
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dari suatu fungsi dua peubah f(x,y). Sehingga, persamaan (1) dapat ditulis:
du=0 (3)
Jika diintegralkan, maka diperoleh:
u(x,y)=c, c:konstanta.
Dengan membandingkan persamaan (1) dan (2), terlihat bahwa persamaan (1) bersifat

pasti (exact) jika ada suatu fungsi f(x,y) yang bersifat

a) % =M

o (@)
b Z-N

oy

Jika fungsi-fungsi M dan N terdefinisikan dan terdiferensiabel di semua titik pada bidang xy
dalam kurva tertutup dan tidak memotong kurva fungsi itu sendiri, maka dari persamaan (4)
diperoleh:
oM 9 ON 9
= dan =
ay  0yox ox  Oxoy

Tampak bahwa dua turunan kedua di atas adalah sama, yaitu

()

ou o o’u 9«
——=——atau ———=——
oyox — oxoy oxoy  0yox
sehingga:
M _ N
ay  OX
merupakan syarat perlu dan syarat cukup agar Mdx+ Ndy =0 merupakan persamaan

diferensial exact.

1. Menentukan penyelesaian persamaan diferensial eksak

Fungsi u(X,y) sebagai fungsi penyelesaian persamaan diferensial eksak diperoleh melalui

operasi pengintegralan sebagai berikut.

a. Integralkan terhadap variabel x, sehingga diperoleh:

u:me+uw

k(y) : konstanta pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan %: N.

19
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b. Integralkan terhadap variabel y, sehingga diperoleh:
u= f Ndy + ()
I(x): konstanta pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan % =M.
X

Contoh soal 1:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial xy'+ y+4= 0.

Penyelesaian:

Xy'+y+4=0

Xy'=—(y+4)

xﬂ: —(y+4)
dx

xdy+(y+4)dx=0
(y+4)dx+xdy=0

M(X y)= y+4:>8—M:1
dy
N(X y)= x:>8—N:1.
OX
Karena 88_M = %—N maka Xy'+ Y+ 4= 0 persamaan diferensial eksak.
y X

Fungsi penyelesaian:
u(x, y):deerI(x)
:fxdy+l(x)
=xy+1(x)

Nilai konstanta | (X) :

ou dl

15)4 erdx y+
a_,
dx
dl = 4dx

[ = [ 4
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[(X)=4x+c,
sehingga

u(x,y)=xy+4x+c

Xy+4x+c=0

Xy = —C—4X

y=—S_4,
X

Jadi, penyelesaiannya adalah fungsi y = _L 4.
X

Contoh soal 2;

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial y?dx+ 2xydy = 0.

Penyelesaian:
y?dx + 2xydy = 0
M(xy) =y = 20 gy
dy
N(x,y)= 2xy¢a—N: 2y.
OX
Karena oM = 8_N maka y’dx -+ 2xydy = O persamaan diferensial eksak.
oy  OX
u(x,y)= [ Mx-+k(y)
= [ y?dx+k(y)
=xy* +Kk(y) .
Selanjutnya dicari nilai k(y)
ou dk
—=N=2xy+—=2
dy Yy~
&K _o=ky)=c,
dy
sehingga :

u(x,y) = xy>+c atau xy’+c=0.

Jadi, penyelesaiannya adalah xy?+c=0.
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LATIHAN

Perlihatkan bahwa persamaan diferensial berikut adalah eksak dan tentukan
penyelesaiannya.

1. xdx+2ydy=0

2. [(x+1e*—e’]dx—xe’dy=0
3. e’dr—re’dd=0

2
1] o
X

5. cosxdx—ydy= C

4. (xdy— ydx)

2. Faktor Pengintegralan

Persamaan diferensial 1dx+ 2xdy = 0 bukan merupakan persamaan diferensial eksak,

karena
oM  ON

_i_

oy  ox

Namun dapat dibentuk menjadi persamaan diferensial eksak, jika dikalikan dengan

f(x,y)= % , sehingga diperoleh

[idx—f— 2xdy]z =0,
y X

ldx+2ydy: 0, karena 8_M:8_N:O
X gy  ox

Dari ilustrasi di atas, tampak bahwa suatu persamaan M (X,y)dx+ N(X,y)dy= 0 belum

tentu bersifat eksak. Selanjutnya, untuk membentuk menjadi persamaan diferensial eksak,

M (X, y)dx+ N(x,y)dy = 0 dikalikan dengan sebuah fungsi f(X,y)= 0. Fungsi pengali

f (x,y) = 0 disebut factor pengintegralan (integrating factor).
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Penyelesaian persamaan diferensial ldx+ 2xdy = 0 yang tidak eksak dan penyelesaian

persamaan diferensial 1dx+ 2ydy = 0 yang eksak hasilnya harus sama.
X

Perhatikan uraian berikut.

Penyelesaian cara 1:

1dx+ 2xdy=0 : persamaan diferensial tidak eksak,
y
1 dx = —2xdy
y
1
dy = ——dx
yay o

o=t Lo

1 2 1 -
=y =—=In|x|+cC
Y > nlx]

%y2+%ln|x|:6 - dikalikan 2
Yy +In|xE X - 2c=c
y’+In|xc : penyelesaian

Penyelesaian cara 2:

de—f— 2ydy =0 : persamaan diferensial eksak ; M (X, y) = i N(X,y)= 2y
X X

u(x,y)= f Ndy +1(x)

:fzydy+|(x)
=y +1(%)
@: M :>0+i:1
X dx x
dl = L ax
X
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1
([m:f;m
1(X) =In|x|+c
Sehingga:

u(x,y)=y2+In|x|+c
y2+In|x|+c=0
y’+In|xE-c, —c=c
y’+In|xc : penyelesaian.

Jadi, penyelesaian cara 1 = penyelesaian cara 2.

Contoh soal 1:

Dengan menggunakan faktor pengintegralan, selesaikanlah persamaan diferensial :
—Xx ?y?dx— x 'ydy = 0.

Penyelesaian:

—Xx2y’dx—x 'ydy =0

Berarti:
M(X,y)=—X 2y’ = M _ —2X %y
dy
NG Y) = —xty = DNy
ox
Karena 88_M = maka persamaan diferensial —x *y“dx— x 'ydy = O tidak eksak.
y X

Faktor pengintegralan yang digunakan yaitu f(x,y)= x’y *, sehingga:

2

—x2y2dx— X lydy = 0 dikalikan 2
y
—ydx— xdy =0.
Tampak bahwa —ydx—xdy=0 adalah persamaan diferensial eksak karena
M _ON_
oy  Ox

Fungsi penyelesaian:

u(x,y)= f Ndy +1(x)

24



Diktat Persamaan Diferensial; Dwi Lestari, M.Sc. | 2013

:f—xdy+|(x)
=—xy+1(x)
du dl
v M :>—y+&=—y
dl = Odx
fdl:dex
I(x) =c.

Jadi, penyelesaian persamaan diferensial —x *y“dx— x 'ydy = 0 adalah fungsi —xy+c=0.

LATIHAN:

Tentukan faktor pengintegralan dan penyelesaian persamaan diferensial berikut.

1.
2.
3.
4,
5.

(y+Ddx— (x+1)dy= 0
3ydx+ 2xdy = 0
x?ydx + xy°dy = 0
sinydx+ cosydy = (

cosx cosydx — sinx siydy =

Ket: Cara mendapatkan faktor pengintegralan
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BAB Il

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDER PERTAMA
DAN PERSAMAAN DIFERENSIAL BERNOULLI

A. Persamaan Diferensial Linear Order Pertama
Bentuk umum

y+ p(X)y=a(x)
disebut persamaan diferensial linear order pertama, y dan y’ bersifat linear sedangkan p(x)
dan g(x) sebarang fungsi dalam x . Jika q(x) =0, maka
y+p(x)y=0
disebut persamaan diferensial linear homogen.
Jika q(x) = 0, maka
y+ p(X)y=a(x)

disebut persamaan diferensial linear tak homogen.

1. Menentukan penyelesaian persamaan diferensial linear homogen dan persamaan
diferensial tak homogen.

a. Penyelesaian persamaan diferensial linear homogen

y+p(X)y=0
d
Py =0
X
dy

o POYy = dy=—p(x)yax
X

1
;dy: — p(x) ydx

J o= pooox
In| yk—f p(X)dx -+ C

Y = oo /P

26



Diktat Persamaan Diferensial; Dwi Lestari, M.Sc. | 2013

dimana: c=¢ jika y>0

c

c=-—€ jika y<O

¢ = 0 yang menghasilkan penyelesaian trivial y=0.
Jadi, penyelesaian persamaan diferensial linear homogen order pertama
y+p(x)y=0

X)dx

Adalah fungsi y(x) = ceff P

. Penyelesaian persamaan diferensial linear tak homogen

y+ p()y=a(x) , dimana q(x) =0
dy o
&+ p(X)y = q(X) , dikalikan dx

dy + p(x) ydx = q(x)dx

dy + p(x)ydx—q(x)dx=0

dy+(py—qg)dx=0

(py—q)dx+dy=0.

Andaikan py—q=P dan 1=Q, maka (py— q)dx+ dy = 0 dapat dibentuk menjadi

Pdx+Qady =0.
Jika P =0, suatu faktor pengintegralan
P(x) :%

P(x)dx = % df

f P(x)dx = f %df
In| f |:fP(x)dx

Fx)—el % [ P(ydx=h(x)= P(x)=h'(x).
Sehingga:

f(x) =",
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Dengan demikian, persamaan diferensial y'+ p(x)y=q(x) dikalikan dengan
f (xX) = e"™ diperoleh bentuk

(y+ p(x)y)e"™ = q(x)e"”,
disederhanakan menjadi

€' (y+ py)=0qe", dimana p=h',
sehingga :

e (y+h'y)=qe".
Selanjutnya:

(€"y)'=¢€"y'+e'h'y,
maka diperoleh:

(€"y)'= g€’

f (€"y)'dx = f ge"dx

e“y:fqe“dx+c
Jadi,

y:e*“[fqe“derc],
dimana h:fp(x)dx.

Dengan demikian, penyelesaian persamaan diferensial linear tak homogen
y+ p(X)y=a(x)

adalah fungsi

y= e*“[fqe“dXJr c].

Contoh soal 1:

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial linear homogen y'+ y=0.

Penyelesaian:

y+y=0
fP(x)dx:fdx:x+E ,

konstanta C diperhitungkan sama dengan nol.
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Rumus penyelesaian:

Jadi, penyelesaian persamaan diferensial linear homogen y'+y=0 adalah fungsi
y(xX)=ce ™.
Cek ulang:

y(X)=ce * = y'(x)=—ce ",
sehingga
y+y=—ce*+ce*=0 (benar).

Contoh soal 2;

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial tak homogen y'+£y:—£’. Tentukan
X X

pula penyelesaian khususnya, jika diberikan nilai awal y(1)= 0.

Penyelesaian:

1 4 1 4
y+oy=-—— PP =<, A =-—
X X X X

m@:fmmm:fim:mu|

n 1
h:eln|x|:X:>eh:_’

e
X
sehingga
y=e" U e"q(x)dx + c}
1 4
=— fx ——]dx+c
X X
=41
X
. . . - o1 4 .
Jadi, penyelesaian persamaan diferensial linear tak homogen y'+ —y = —— adalah fungsi
X X
Cc
y=—4+—.
X

Penyelesaian khusus jika diberikan nilai awal y(1)= 0,

oz—4+%:c:4.
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Jadi, penyelesaian khususnya:

y=—-4+ 4 :
X
LATIHAN:
Tentukan penyelesaian umum bagi persamaan diferensial berikut.
1. y—y=3
2. y'—ycotx=0
3. y+ay=¢e* a : konstanta

4. xy'+2y=2e
5 Xy+y=2x
Tentukan penyelesaian khusus bagi persamaan diferensial berikut dengan nilai awal

yang diberikan.

1. y'-2y=¢" ,y@=0
2. y'+2y=(X+2y , y(0)=0
3. y—xly=-2x° , y(0)=1

4. y'+ytanx= xcox ,y(0)=-1
5. xy'=(1+Xx)y , ¥(2)= 6¢*

. Terapan Persamaan Diferensial Order Pertama

Bidang-bidang terapan persamaan diferensial adalah kajian-kajian sains (fisika, kimia,

biologi) dan teknologi: otomaitif, listrik, sipil, dan sebagainya.
(Laju pertumbuhan, peluruhan, tingkat suku bunga)

Contoh soal 1:
Terapan pada bidang fisika
Hukum pendinginan Newton diformulasikan sebagai :

(il_-'lt- =—k(T-T), k : konstanta

T(t) adalah suatu benda yang ditempatkan dalam medium yang sukunya tetap T;.

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial di atas jika suku awal benda T(0) = To.
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Penyelesaian:

dT

— — _K(T-T

pm (T-T)
— —KT +KT,)

dT

~— 4+ KT =KT,.

dtJr !

Faktor pengintegralan f(t) = ef e :

Sehingga :
‘Z_I+ KT = KT, (dikalikan €),
ekt (il_-'lt-+ e'KT = e"KT,,

%(Te“‘) = KkT,e",

f %(Tek‘ Jdt = f KT,e4dt ,

Te! = %leekt +c,

C
Nilai awal = suhu benda : T(0) = T, sehingga
TO :Tl+£0<:> C:TO_T].'
e

To — Tl

el

Jadi, penyelesaiannya adalah T =T, +

Contoh soal 2:

Terapan pada bidang Kimia.

Bak penampung cairan mula-mula berisi 120 galon air garam dapur NaCl. Larutan
tersebut mengandung 75 pon garam. Kemudian larutan air garam yang mengandung
1,2 pon garam per gallon dialirkan ke dalam tangki dengan laju 1 galon per menit dan
dalam waktu yang bersamaan, air garam dalam bak dialirkan keluar dengan laju 1 galon
per menit. Jika larutan iar garam di dalam bak dipertahankan supaya homogen dengan

cara diaduk, tentukan kandungan garam di dalam tangki setelah 1 jam.
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Penyelesaian:

Andaikan kandungan air garam di dalam bak pada waktu t adalah y pon, berarti

tambahan aliran yang masuk 1,2 pon garam per menit dan yang keluar 6i0 y.

Sehingga dapat dibentuk pemodelan matematis dalam bentuk persamaan diferensial:

ﬂzl,z_iy,
dt 60
dy 1
—+—y=12.
dt +60y

t
Digunakan factor pengintegralan f(y,t)=e% .

Sehingga:

ﬂ+iy—1 2 (dikalikan eé)
d 60° ’
Ly L1 t
g0 =L | @60 _— y—1 2p60

a  C 60’

af
dt

t t
f%[ G"]dtzfl, 2e80(t |

t

t t
ye®? =1,2.6@%+c,
t
72e%° ¢
=T 1

1,29,

@bo @60
c
@60
Nilai awal : y(0)= 75 pon garam, berarti y= 75 jika t =0 sehingga
c
75= 72+1:> c=23
Jadi, kandungan garam did lam bak setelah satu jam = 60 menit adalah

y:72+§
e

= 73,104 pon.

32



Diktat Persamaan Diferensial; Dwi Lestari, M.Sc. | 2013

SOAL-SOAL LATIHAN PERSAMAAN DIFERENSIAL
A. PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER PERTAMA

Tentukan order dan jenis persamaan diferensial berikut apakah linear atau non linear.

daz d .
1. xzd—szl+xd—i+2y = sinx

4 3 2
2, LY, 4y Y W,

dx* | dx® | dx? | dx
oy Ay
3. (A+y?)_Z+tx ty=e
day 2 _
4. 1x T XY =0

&y

ay 2 — 43
o Tx T (cos“x)y =x

Selidiki apakah fungsi yang diberikan merupakan penyelesaian persamaan diferensial berikut.

6. y—y=0 ,y1. =e* ,y, =cosx
7. y' 42y =3y=0 ,y;=e73 |y, =¢%

8. xy —y=x? , Y = 3x + x?

1

9. 2x2y"+3xy'+y=0 , x>0 5 y; =x2 Y2 =x71

10. x%y" +5xy +4y=0 ,x>0; y;=x2 ,y,=x2Ilnx

Selesaikan Bentuk Persamaan Diferensial berikut.

d x2
3 Y__*_

dx 1-y?2

4 dy _ 3x%+4x+2
Codx | 2(y-1)
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dy _ ycosx
dx ~ 1+2y2

Carilah penyelesaian Umum Persamaan Diferensial berikut.

2. vy +y?%sinx=0

3. y = (cos?x)(cos?y)

d x—e™*
4 W=
dx y+eV
’ xz
5. =—
Y y(1+x3)

Carilah penyelesaian khusus dari persamaan diferensial berikut.

6. y = —y7_3 ,y(0)=2
7. vy +2xy=x ,¥(0)=0
8 2= 1’_‘; y(0) = 1
o Wil L y(0) = -1
10. 2—3; = {3;’2‘ L y(0) =1

Berikut ini diberikan Persamaan Diferensial berbentuk y'+ P(t)y = Q(t). Carilah

penyelesaiannya.

1. y'+%y=sint

sint

2. tzy'+3ty:T
3. y+2y=2et+t
4, 2y +y=t—1

5. y + (tant) y = tsin2t
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Selesaikan masalah nilai awal yang diberikan berikut ini.

6. ty +2y=t>—t+1 ,y(l):%

7. ty +y=et (1) =1
8. y + (cott)y = 2 cosect ,y(g) =1

9. ty + 2y =sint , y () =%

10.t2+ )y +2(A+t)y=1+3t?, y(-1) =1
SOAL APLIKASI PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER SATU.

1. Sebuah isotop radioaktif Thorium -234 meluruh dengan laju proporsional terhadap
jumlahnya. Jika 100 mg material berkurang menjadi 82.04 mg dalam waktu 1 minggu,
tentukan
a. bentuk modelnya.

b. jumlahnya saat t
c. interval waktu ketika radioaktif meluruh menjadi setengah jumlah semula.

2. Andaikan jumlah uang yang didepositikan di bank mendapat bunga tahunan dengan laju
r . Nilai S(t) dari modal pada waktu t bergantung pada frekuensi bunga majemuk
(tahunan, bulanan, mingguan, atau harian). Diasumsikan bunga majemuk berjalan
secara kontinu.

a. Tuliskan bentuk laju perubahan modal yang didepositokan.
b. Carilah jumlah modal yang didepositokan pada saat t.

3. Pada waktu t = 0 sebuah bejana berisi Qo pon garam yang dilarutkan dalam 100 galon
air. Diasumsikan air mengandung ¥4 pon garam per galon yang sedang mengalir masuk
bejana dengan laju r galon/menit kemudian dialirkan keluar bejana.

a. Tentukan model laju perubahan aliran dalam bejana.

b. Tentukan jumlah garam dalam bejana pada waktu t.
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Diketahui laju pertumbuhan suatu kultur bakteri proporsional terhadap jumlahnya pada
waktu t dan jumlahnya menjadi dua kali lipat dalam sehari. Berapa jumlah bakteri
setelah 3 hari? Hitung juga setelah 1 minggu.

Sebuah thermometer menunjukkan suhu 5°C, kemudian dibawa ke ruangan yang
bersuhu 22°C. Satu menit kemudian thermometer menunjukkan suhu 12°C. Berapa
lama dibutuhkan sehingga thermometer menunjukkan suhu 21.9°C (= 22°C)?

. Andaikan populasi tertentu memiliki laju pertumbuhan terhadap waktu berbentuk:

dy _ (0.5+sint)y
dt 5 :

Jika y(0)=1, tentukan waktu t dimana populasi menjadi dua kali lipat.

. Andaikan suhu secangkir kopi menurut Hukum Newton tentang pendinginan (Newton’s
law of cooling) 95°C saat dicampur dengan air mendidih. Satu menit kemudian suhu
turun menjadi 85°C pada ruangan bersuhu 25°C. Tentukan kapan kopi tersebut
mencapai suhu 65°C.

Sebuah benda bermassa m diterjunkan dengan percepatan yang proporsional terhadap
kecepatannya (v). Diasumsikan percepatan gravitasi konstan. Jika model pada

permasalahan ini berbentuk:

dv_ I
mdt—mg v

carilah bentuk v(t) dari benda tersebut.
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SOAL PERSAMAAN DIFERENSIAL TRANSFORMASI

y

Selesaikan persamaan diferensial berikut dengan transformasi o= U

1. xy =y%+4y

2. xy =x+y
NG
3 4 = &)
y xy
4 dy _ (x%+3y?)
" odx . 2xy
5 dy _ 4x+3y
Codx 2x+y
d 2y—x
6. Y _2rx
dx 2x-y

7. xy'=(y—x)3+y

8. xy =y + 3x*cos? G)

9. xy =y +x?%sec? (%)

10. xyy = 2y? + 4x2

11.y' = (y + 4x)?

12.y =

13. 2

dx

1-2y+4x

1+y+2x

2y—x+5
2x—y—4

(1) =2
,y(1) =0
oy =m
y(2) =4

,dengan transformasi y + 4x = v

, dengan transformasi y + 2x = v

, dengan transformasi x =X+ 1dany =Y —2
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SOAL PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSAK

Tentukan apakah persamaan diferensial berikut eksak atau tidak. Jika persamaan diferensial

yang diberikan eksak, maka carilah penyelesaiannya.

1. 2x+3)+Qy—-2)y =0
2. x+4)+QRx—2y)y =0
3. (3x?—=2xy+2)dx+ (6y>—x?2+3)dy=0

4. (2xy? +2y)dx + (2x%y + 2x)dy =0

5 dy _ _ axtby

" dx  bx+cy
d ax—b

6. L=

dx bx—cy

7. (e*siny —2ysinx)dx + (e*cosy + 2cosx)dy =0

8. (e*siny+3y)dx — (3x —e*siny)dy =0

©

(%+6x)dx+(lnx —-2)dy=0 ,x>0

10. (xIny + xy)dx+ (yInx +xy)dy =0 ,x>0,y>0

Tentukan nilai b agar persamaan diferensial yang diberikan eksak. Kemudian carilah

solusinya untuk nilai b yang diperoleh.

11. (xy? + bx%y)dx + (x + y)x%dy = 0

12. (ye®¥ + x)dx + bxe*Ydy = 0
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and then salve the cquation.
In Example: 3 we showed that this equation is not exact. Let us determine whether it has an

integrating factor that depends on x only, On computing the quantity (M, — N.)/N, we find

that
M) — Na(y) _ 3x42y— Qr4y) 1

N,y - x* +xy x @9

- LR P

23. Show that if (N, — M,)/M = Q, where @ is a function of y cnly, then the differential
equation

M+Ny =0

has an integrating factor of the form

#0) = exp f 009 dy.

24. Show that if (N, — M,)/(xM — yN) = R, where R depends on the quantity xy only, then
the differential equation

M+Ny =0

4. Diketahui laju pertumbuhan suatu kultur bakteri proporsional terhadap jumlahnya

pada waktu t dan jumlahnya menjadi dua kali lipat dalam sehari. Berapa jumlah bakteri

setelah 3 hari? Hitung juga setelah 1 minggu.

Exercises

1.

period of 100 years.

Assume that the rate at which radioactive nuclei decay is proportional to the
number of such nuclei that are present in a given sample. In a certain sample 109,
of the original number of radioactive nuclei have undergone disintegration in a

(a) What percentage of the original radioactive nuclei will remain after 1000

years?

(b) In how many years will only one-fourth of the original number remain?
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