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TRANSFORMASI LINIER DARI R"KE R™;
GEOMETRI TRANSFORMASI LINIER DARI R*KE R?

Transformasi linear daR™ ke R™ merupakan transformasi matriks.

Jika T:R™ - R™ adalah sebarang transformasi linear, maka adaiksaf
berukuranm x n sehinggd” adalah perkalian oleh.

Misalkan ey, e,, ... ,e,adalah basis baku untuk*, dan misalkard adalah
matriks m X n yang mempunyaf(e;),T(e;), ... ,T(e,) sebagai vektor-vektor
kolomnya.

JikaT: R? - R? diberikan oleh

r(ah =[5
e =7 ([g]) =[] danrcen =7 ([{]) = [ ]
"l

) B T(e1) T(ez)
Secara lebih umum, jika
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Matriks ini dinamakan matriks bentuk baku unfukAkan ditunjukkan bahwa

transformasi lineal: R — R™ adalah perkaliad.



XxX=\|:|= X161 +x26, + -+ xpey

Xn

Maka karena kelineardhadalah
T(x) = x,T(e1) + x,T(ez) + -+ x,T(e,)(2)

Sebaliknya,
agq
[a21
Ax =1 ~

[ Q11X + AXp + o+ AinXy 1
alel + azzxz + * + aann

lam1x1 + appXxy + o+ amnan

aiq Az
az1 azz
= x1 . + xz . R xn

Am1 Am2

= x1T(e1) +x,T(e;) + -+ + an(en) (3)

Dengan membandingkan (2) dan (3) maka akan menkga%i(x) = Ax yakni
Tadalah perkalian oleA. Sehingga dapat dirangkum dalam teorema:

Teorema 5. Jika T:R™ - R™ adalah transformasi linear dan jika
ey, ey, ... ,epadalah basis baku untu', makaT adalah perkalian ole#, di mana

A matriks yang menghasilkan vector kol@ite,), T (e,), ... , T(ey).-

Contoh 1
Carilah matriks baku untuk transformasR*—R* yang didefinisikan oleh



Pemecahan:
1 1 0
1 0 0
T(e)=T ( 0D= (1) T (e2) = T( 1D= ‘01 T(es) =T ( 0D= ‘1)
0 1 0 0 1 0

Dengan menggunakaf(e,), T (e,), danT(e;) sebagai vektor-vektor kolom,

maka kita peroleh

1 1 0

_ 11 -1 0
A_OO 1
1 0 O

Sebagai pemeriksaan, perhatikanlah bahwa:

X 1 1 0 X X1+ X,

A xz — 1 _1 0 x2 — xl - xz
x 0 O 1 x X3
3 1 0 of X

sesuai dengan rumus yang diberikan urituk

Disini kita dihadapkan dengan pertanyaan yang nienartuk diperhatikan.
Anggaplah bahwa kita mengawalinya dengan matkiksng berukuram x ndan
kita definisikanT : R" — R" terhadap perkalian oleh Dengan bergantung pada
teorema 5, transformasi linea juga merupakan perkalian oleh matriks baku
untuk T. Jadi, T merupakan perkalian baik olehA maupun
[T(e)IT (ez)| ...|T(en)] . Bagaimana kedua matriks ini saling berhubungan

dengan lainnya? Contoh berikut akan menjawab pgatamini.

Contoh 2
MisalkanT:R'—-R" adalah perkalian oleh
a1 Q42 A1n
A= a a:22 Qzn
Om1  Am2 Amn



Carilah matriks baku untuk

Pemecahan:
Vektor-vektor T(e,),T (e;), ... T(e,) adalah vektor-vektor kolom yang
berturutan dari A. Misalnya,
a1 Ay 7 Qan (1) a1
re=ae) =% T MH
n1 Amz ar;m O ami

Jadi, matriks baku untuk T adalah
[T(e)IT (ex)] ...|T(en)] = A
Sebagai ikhtisar, maka matriks baku untuk transésirmatriks adalah matriks itu

sendiri.

Contoh 2 menyarankan sebuah cara baru untuk mdaikimatriks. Matriks
sebaran yang berukuram x n dapat anda tinjau sebagai matriks baku untuk
transformasi linear yang memetakan basis baku Rage dalam vektor-vektor
kolom dariA. Jadi,

A=t 2 7]

3 4 6
adalah matriks baku untuk transformasi linear Béke R* yang memetakan

N P

secara berurutan ke dalam
HibslH

Pada bagian selebihnya dari bagian ini kita akanetaah sifat geometrik
mengenaitransformasi linear bidang, yakni, transformasi linear daff ke R%.
JikaT:R*—R? adalah transformasi seperti itu dan

_[a b
A= [C d]

adalah matriks baku untdk maka:

()R R



Ada dua tafsiran geometrik dari rumus ini yang sdméknya. Kita dapat

meninjau entri-entri dalam matriks-matriks

b
[;]da” [Ccljcc I d;/]

baik sebagai komponen-komponen vektor maupun selagadinat-koordinat
titik. Dengan tafsiran yang pertam®&, memetakan panah menjadi panah, dan
dengan tafsiran yang kedud@, memetakan titik menjadi titik. Pilihan tersebut
hanyalah alternatif bagi anda. Dalam pembahasaikulieya, kita meninjau

transformasi linear bidang sebagai pemetaan titthk.

Contoh 3

MisalkanT: R? —» R? adalah transformasi linear yang memetakan masmgjng
titik ke dalam bayangan simetriknya terhadap sumb€arilah matriks baku
untukT.

(—x,y)e<---1----9(xy)

~
7

Pemecahan:

ren =1([]) =[] =1() =[]

Dengan menggunakaf(e;) danT(e,) sebagai vektor-vektor kolom akan kita

peroleh matriks baku

-1 O]

Az[o 1

Sebagai pemeriksaan, maka
-1 01[X1_[~X
o albl=1y]
Sehingga perkalian oleh A akan memetakan {itiky) ke dalam bayangan

simetriknya(—x, y) terhadap sumbu.



Terdapat lima jenis transformasi linier bidang yangmpunyai makna khusus:

perputaran (rotasi), refleksi, ekspansi, kompsn geseran.

1. Perputaran (rotasi)
JikaT:R? - R? untuk masing-masing titik dalam bidang terhadaix @sal
atau O(0,0) melalui sudét, kita dapatkan bahwa matriks baku unfudalah

[Gne cost ]

2. Refleks
Refleksi terhadap sebuah galisnelalui titik asal adalah transformasi yang
memetakan masing-masing titik pada bidang ke ddlagangan cerminnya
terhadapl. Refleksi adalah transformasi linear. Kasus yaafing penting
adalah refleksi terhadap sumbu koordinat dan gasisx.

-1 O]

Refleksi terhadap sumlguadalah[ 0 1

(—x,y)0€ = =¢ = —8(x,y)

A\ 4

Refleksi terhadap sumbuadalah [(1) _01]

? )
|

>
|

¥(x,—y)




Refleksi terhadap garis = x adalah[

I\

. x)
-

N
N\

0 1
1 0

y=x

\ (x, Z)

3. Ekspansi dan Kompresi

]

Jika koordinatx dari masing-masing titik pada bidang dikalikan gkem

konstanta yang positif, maka efeknya adalah memperluas mtngkompresi

masing-masing gambar dalam amah
Jika:

a. 0<k<1, maka hasilnya adalah kompresi,

b. k> 1, maka hasilnya adalah ekspansi.

Transformasi yang demikian dinamakan ekspansi (@epresi) dalam arah

dengan faktork. Demikian juga jika koordinay dari masing-masing titik

dikalikan dengan konstantapositif, maka didapatkan sebuah ekspansi (atau
kompresi) dalam arap dengan fakok. Ekspansi dan kompresi sepanjang

sumbu-sumbu koordinat adalah transformasi linear.

A

TX, y)

Gambar awal

y

A

1
rzx'}’)

»

kom preki%

4

A

TZX, y)

ekspansk=2

Jika T:R - R? adalah ekspansi atau kompresi dalam aralengan faktdg,

maka



=1 - freo=r({]) -1

Sehingga matriks baku untdkadalah

o 1

Demikian juga matriks baku untuk ekspansi atau kesipuntuk araly adalah
o+
0 k

. Geseran
Sebuah geseran dalam arah x dengan faktor k adalah transformasi yang
menggerakkan masing-masing tifik y) sejajar dengan sumbusebanyalky

menuju kedudukan yang bapu+ ky, y).

Di bawah transformasi seperti itu, titik-titik padambux tidak digerakkan
karenay = 0. Akan tetapi, sewaktu kita makin menjauh dari sumpbesary
bertambah, sehingga titik-titik yang lebih jauhidarmbux bergerak sejarak
yang lebih besar dari titik-titik yang lebih delkat sumbw tersebut.

Pergeseran. Y ¥

Matriks baku
Ik ' [
e Ll } 23 > — '

1

X X +ky
yang membawa vektor ke
%

_\.
disebut pergeseran dalam arah x. v y
Sejalan dengan itu,

1 0 —_— ’
A=

X x
membawa vektor ke dan
{\] v+ kx Gambar 6.4: Pergeseran dalam arah x

dan arah y

disebut pergeseran dalam arah y.



Sebuahgeseran dalam arah y dengan faktor k adalah transformasi yang
menggerakkan masing-masing tifk y) sejajar dengan sumlyusebanyakx

menuju kedudukan yang bag y + kx).

Di bawah transformasi seperti ini, maka titik-tipkda sumby tetap diam dan
titik-titik yang lebih jauh dari sumby bergerak sejarak yang lebih besar dari
titik-titik yang lebih dekat ke sumbytersebut.

Dapat kita perlihatkan bahwa geseran adalah tremsfi linear. Jikd: R? —»

R?adalah searah dengan fakkoyang mengarak, maka

=T (o)) =lo]  TE@=(FD=[3
Sehingga matriks baku untuk T adalah
o 1l
Demikian juga, matriks baku untuk geseran dalanh gralengan faktork

adalah:

i 1l

Pernyataan.

Perkalian dengan matriks identitasx22 memetakan masing-masing titik ke

dalam dirinya sendiri. Ini dinamakan transformaeiititas. Jika diperlukan, maka

transformasi ini dapat ditinjau sebagai perputanatelui @ atau sebagai geseran

sepanjang salah satu sumbu dengan k = 0, atauasekmagpresi atau ekspansi

sepanjang salah satu sumbu dengan faktor k = 1.

Jika dilakukan banyak sekali transformasi matrikei &R’ ke R' secara
berurutan, maka hasil yang sama dapat dicapai detrgasformasi matriks

tunggal. Contoh berikut akan melukiskan hal ini.
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Contoh 4

Misalkan bahwa bidang tersebut diputar melalui su@ludan kemudian
dipengaruhi oleh geseran yang faktorryaalam arahx. Carilah transformasi
matriks tunggal yang menghasilkan efek yang sarparsekedua transformasi

yang berurutan tersebut.

Pemecahan:
Dibawah perputaran titikx,y) ditransformasikan ke dalam titikx(1,y(])

dengan koordinat yang diberikan oleh

[;] =[cos g - gisnee] [f,] ................................................ (5.10)

Dibawah geseran, titik (X,y[1) ditransformasikan ke dalam titik [(xy])

ditransformasikan ke dalam titik[(xy 1) dengan koordinat yang diberikan oleh

[~ 1]

; =[5 ’ﬂ ; ] ............................................................. (5.11)

Dengan menyulihkan (5.10) ke dalam (5.11) maka akemghasilkan

C1= sy sm o)

Atau

[~ 1]

X :[cose+ksin9 —sin9+kcose][x]

[y sin 0 cos 0 y

Jadi, putaran yang diikuti oleh geseran dapat diak oleh transformasi matriks

dengan matriks

[cose+k sin@ —sin6+k cos@] *)
sin 0 05D | s

Umumnya, jika transformasi-transformasi matriks
Ti(X) = Arx,  T2X) = AxX, . . ., k(X) = A
Dari R" ke R' dilakukan berurutan (mula-mula,Tlalu T,, dan seterusnya),
maka hasil yang sama dicapai dengan sebuah traredbomatriks tunggal T(x) =
AX, dimana
A=A AoAL e (5.12)

11



Perhatikan bahwa urutan yang transformasinya tlakukan dapat diperoleh
dengan membaca urutan dari kanan ke kiri dalan2)5.1

Contoh 5

a) Carilah transformasi matriks dari’Fke R yang mula-mula menggeser
dengan faktor sebesar 2 dalam arah x dan kemudiarfleksikannya
terhadap y = x.

b) Carilah transformasi matriks darf Re R yang mula-mula merefleksikannya
terhadap y = x dan kemudian menggeser dengan sdblktdr sebesar 2
dalam arah x.

Pemecahan:

a) Matriks baku untuk geseran adalah

A=y 1]
Dan untuk refleksi adalah
pe=[] ]

Jadi, matriks baku untuk geseran yang diikuti ofteksi adalah

A R

1 olto 11 11 2
b) Refleksi yang diikuti oleh geseran dinyatakan oleh
_[L 2110 n_12 1 *
L P | o Y ).(

Pada contoh terakhir, perhatikan bahwaAA # A.Ai1, sehingga efek
penggeseran dan kemudian merefleksikannya, berbadaefek refleksi yang
diikuti oleh penggeseran. Ini dilukiskan secarangewis dalam Gambar di bawah
ini, dimana kita memperlihatkan efek transformasilg sebuah segiempat siku-

siku.

12



YA YA\
(5.2)
~ ~
(29 X x
y N\
’
/”
,/
/,,
,/' (2.1)
,I
~ ~
e (3%) X x
d

K eterangan Gambar

(1*) Refleksi terhadap y = x

(2*) Geseran di dalam arah x dengan k = 2
(3*) Geseran di dalam arah x dengan k = 2

(4*) Refleksiterhadap y = x

Contoh 6
Perhatikanlah bahwa jikd : R> ~ R® adalah perkalian oleh sebuahatriks
elementer, maka transformasi tersebut adalah salah satadtmia yang berikut:
(a) Geseran sepanjang sumbu koordinat.
(b) Refleksi terhadapy = x .
(c) Kompresi sepanjang sumbu koordinat.
(d) Ekspansi sepanjang sumbu koordinat.
(e) Refleksi terhadap sumbu koordinat.
() Kompresi atau ekspansi sepanjang sumbu koordinag yhikuti oleh
refleksi terhadap sumbu koordinat.

Pemecahan:

13



Karena matriks elemente?2x 2 dihasilkan dengan melakukan operasi baris
elementer tunggal terhadap matriks identizes2 , maka matriks elementer

tersebut harus mempunyai salah satu dari bentukubébuktikan):

Diketahui mariks 10 dan .
k 1 k

0
J yaitu matriks yang menyatakan geseran

. : .10 1 _ ,
sepanjang sumbu koordinat. Kemudl{ri O} yaitu matriks yang menyatakan
refleksi terhadapy = x.
. . |k O 10 _
Jika k>0, maka matriks 0 1 dan 0 K menyatakan kompresi atau

ekspansi sepanjang sumbu koordinat yang bergapianta0 < k <latauk <O0.
Jika k <0, dan jika kita nyatakak dalam bentukk = -k, dimanak, >0, maka
kedua matriks tersebut dapat ditulis sebagai beriku

k 0] [~k 0] [-1 0][k, O]
01 0O 1] [0 1][0 1]

1 0] 1 O] 1 o][r O
0 k| |0 -k | |0 -1/[0 K|
k 0] |-k, O -1 0][k O]
Jikak >0, maka hasil kali dalam matriks = ! = !
01 0 1 0O 1]|0 1

menyatakan kompresi atau ekspansi sepanjang sumyaung diikuti oleh refleksi

10 1 0 1 0][1 O]
terhadap sumbuy , dan matriks = =
0 k 0 -k 0o - 0 k|

menyatakan komperensi atau ekspansi sepanjang symyang diikuti oleh

refleksi terhadap sumbx.

0 1 0 1

1 0 1 0
0 dan matriks 10 = = 10 adalah refleksi
0O 1 0 k 0 -k 0 - 0 k

berurutan terhadap sumhudan sumbux .

k -k, O -1 0
Jika di dalam kasus k=-1, maka matriks{0 ﬂz[ ! }: [ }

14



Misalkan jikaT:R® - R* adalah perkalian oleh sebuah matrikgang dapat
dibalik dan misalkan bahw@ memetakan titik(x, y) ke titik (x', y'), maka

dan
Nk
Yy y
Dari persamaan-persamaan tersebut bahwa jika imrrkamemetakar(x, y) ke

(x',y'), maka perkalianA™ memetakar{x',y')kembali ke kedudukannya yang

semula(x, y). Oleh karena itu, maka perkalian oléhdan perkalian oletA™

dikatakan sebagaiansfor masi-transformasi invers.

Contoh 7

JikaT:R*> - R®> mengkompresi bidang dengan sebuah faktor sel%edatam
arah y , maka jelaslah secara intuitif bahwa kita harusmperluas bidang

tersebut dengan sebuah faktor sebesar 2 dalam yarahtuk memindahkan

masing-masing titik kembali ke kedudukannya yanguda. Sesungguhnya

demikianlah kasusnya, karena

0O =

10
A :[ 1] menyatakan kompresi yang faktorn%edalam arahy, dan
2

10
At = {O 2} adalah ekspansi yang faktornya 2 dalam arah

15



Contoh 8
Perkalian oleh

4=[Gno cocs

memutar titik dalam bidang melalui sudutUntuk mengembalikan sebuah titik
kembali ke kedudukan semula, maka titik tersebutihaiputar melalui sudut
—6. ini dapatdicapai dengan mengalikannya dengan nsgbekputaran

cos (—8) —sin (—6)
[sin (=0) cos(—6) [

Dengan menggunakan identitass (— 8) = cos 6 dansin (—0) = —sin#, kita
dapat menuliskan kembali sebagai

cosf sin 6]
—sin8 cos 81

Anda dapat membuktikan ini adalah invers dari

Kita menyimpulkan bagan ini dengan dua teorema yaegyediakan beberapa

masukan ke dalam sifat-sifat geometrik dari tramsési linear bidang.

Teoremab.
JikaT: R*R*adalahperkalianolehmatriksAyangdapatdibalik, maka

efekgeometrikdariT sama dengan urutan yang sesuai dari geseran, kompres,
ekspansi,

Bukti. KarenaA dapat dibalik , makaA dapat diredusi pada identitas dengan
urutan berhingga dari operasi baris elemter. Sebpahasi baris elementer dapat
dilakukan dengan mengalikan matriks elementerldayisehingga terdapat
matriks-matriks elementét;, E; . . . ,Ex sehingga

Ex. .. E2E1A =1
Dengan memecahkannya untilakan menghasilkan

A= E7E;' .. EN

16



Atau secara ekivalen
A= E{'E;Y . E? (5.15)
Pernyataan ini menyatak@nsebagai hasil kali matriks-matriks elementer (kare

invers dari matriks elementer adalah juga matrikmenter menurut Teorema 11
dari bagian 1.6). hasilnya sekarang diperoleh @aritoh 6.

Contoh 9
Nyatakanlah
_1 2
A= [3 4]
sebagai hasil kali matriks elementer, dan kemugikaskanlh efek geometri dari

perkuliahan olelA dalam gesekan, kompresi, ekspansi, dan refleksi.

Pemecahan.
A dapat direduksi padasebagai berikut:

5 2=l =l -l 1l

Tambahkan Kalikan baris tambahkan—2
—3 kali baris kedua dengan kali baris kedua
pertama ke baris 1

- ke baris pertama
kedua

Ketiga operasi baris yang berurutan tersebut déifeukan dengan mengalikan
dari sebelah kiri secara berurutan oleh

Eo= [(1) _Ol] Ez= [(1) _12]
2

Dengan membalik matriks-matriks ini dan dengan rmgengkan (5.15) maka

&= [y 4]

akan menghasilkan

A= E{E;'E3t = [_13 (1)”3 _02][3 ﬂ

Dengan membacanya dari kanan ke kiri dan dengarper@tikan bahwa
1 0]_[1 oO0171 O
[o —2] B [0 —1”0 2]

17



Maka jelaslah bahwa efekakan ekivalen dengan:

1) Geseran oleh faktor sebesar 2 dalam arah
2) Kemudian mengekspansiannya dengn faktor sebesdatcraty,
3) Kemudian merefleksikannya terhadap sumpu

4) Kemudian menggesernya dengan sebuah faktor sebdasam araly.

Teorema 7
Jika T: R R? adalah perkalian oleh matriks yang dapat dibatika:

(@)
(b)

(€)
(d)

(e)

Bayangan sebuah garis lurus adalah garis lurus

Bayangan sebuah garis lurus melalui titik asal adalebuah garis lurus
melalui titik asal.

Bayangan garis lurus yang sejajar adalah gari-gamus yang sjajar.
Bayangan sebuah segmen garis yang menghubungkrPtilan Q adalah
segmen garis yang menghubungkan bayangan P dandaey®.

Bayangan tiga titik akan terletak pada sebuah gi&kasdan hanya jika titik-

tiik tersebut terletak pada garis itu sendiri.

PERNYATAAN.
Jelaslah dari bagian (c), (d), dan (e) bahwa perkadlengan matriks A yang

berukuran 2 x 2 dan yang dapat dibalik memetakgitige ke dalam segitiga dan

juga memetakan jajaran genjang ke dalam jajarajanggiitu sendiri.

Contoh 10
Gambarlah bayangan sebuah bujur sangkar denghititiki sudut R (0,0), B
(1,0), B (0,1) dan R(1,1) di bawah perkalian oleh

o= [_21 —21]

Pemecahan:

Karena

18



%

%

2
-1
2
-1

oI5 2
[= 5 2

-

=1}

maka bayangan tersebut adalah sebuah jajaran gedgrgan titik-titik sudut

(0,0), (-1,2), (2,-1) dan (1,1)

Adapun gambarnya:

0,1)

(11)

(0,0)

Contoh 11

PPN
(L,U)

bayangan iia

Menurut teorema 7, matriks yang dapat dibalik

= [> ]

('112)

Nﬂ]‘)

(21_1)

Memetakan garis y = 2x+1 ke dalam garis lain. @arpersamaannya.

Pemecahan:

Misalkan (x,y) adalah sebuah titik pada garis y»x*+2 dan misalkan (X', y’)

adalah bayangannya di bawah perkalian ole A. Maka

b= 716

dan

b

sehingga

[N

X=X -y

y=-2x"+ 3y

Dengan mensubstitusikan ke dalam y = 2x + 1 maka akenghasilkan

atau secara ekuivalen

22X +3y =2 (X-y)+1

19



5 5

Jadi (x',y’) yang memenuhi
_4 1
Y=5ETS

yang merupakan persamaan yang kita inginkan.

Pembahasan Himpunan Latihan 5.3 (Halaman 255)
1. Pembahasan soal no. 3
Akan ditentukan matriks baku untuk transformasedin bidangdl': R? —» R?

yang memetakan titikx, y) ke dalam (b) refleksi melalui titik asal.

o, ¥)

’
’
’

2
Refleksi yang melalui titik asal sama dengan trammsési linear rotasi dengan
6 sebesait80° dengan pusa?(0,0).

Matriks baku untul’ adalah

[Sne cost ]

Sehingga diperoleh,

[cos 180° —sin 1800] _ [—1 0 ]
sin180° cos180° 0 -1

2. Pembahasan soal no. 18
Akan ditentukan bayangan dari gar= —4x + 3s dengan perkalian oleh

4 —3]
3 =2
Misal (x,y) adalah titik pada garisy = —4x + 3 dan(x',y") bayangan di

2=

bawah perkalian oleh A.
Maka,
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[ ] 4 —3
y 3 —2
[;] - [g :2] [y]
3 3
-3 4lly’
[x] _ [—Zx' + By]
1 =3x" + 4y’
—3x' +4y'=—4(-2x'+3y)+3
16y —11x -3 =0

Bayangan dari garig = —4x + 3 dengan perkalian oleh = [g :;] adalah

16y —11x —3 = 0.
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