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Abstrak
Model Epidemi SIR berdasarkan kelompok umur beildeststem persamaan diferensial parsial dengamabelri
umur dan waktu sebagai variabel bebas. Model ininifilé distribusi umur steady state trivial dan non ftrivial
berbentuk fungsi yang bergantung pada variabel uiBatain itu, model berbentuk sistem nonlinear regde
diperlukan linearisasi untuk mengetahui perilaklusicsistem nonlinear melalui sistem linear. Linsasi dilakukan
dengan deret Taylor ataupun perturbasi di sekitdrilousi umursteady state.

Kata kunci: linearisasi, sistem persamaan difeepsirsial.

A. Pendahuluan

Masalah yang dijumpai dalam kehidupan sehari-hapat dimodelkan dalam bentuk model
matematika. Sebagian besar model matematika yamguhberbentuk non linear. Untuk mendapatkan
solusi masalah yang berbentuk sistem non lineaklth mudah. Namun demikian, hal ini tidak menjadi
masalah karena bentuk model matematika khususm@ lyerbentuk sistem persamaan diferensial non
linear dapat dilihat perilaku solusinya melaluitasis persamaan diferensial linear dengan syaraabagi
real akar karakteristik tidak nol. Linearisasi Hilaan untuk mendapatkan sistem linear dari sistem n
linear.

Pada paper ini akan dibahas mengenai model epiderbentuk SIR dengan memperhatikan
kelompok umur. Umur dapat diartikan sebagai wakéaui dnasuk ke dalam kelas populasi rentan
(susceptibles), kelas terjangkititfective), atau kelas bebas penyakiedovered). Contoh yang relevan
adalah pada model penyerapan obat dalam darah deEmaepidemi berdasarkan umur berkaitan dengan
model populasi berdasarkan distribusi umur. Belzepgmyakit seperti, cacar amdades), influenza tipe
A, kolera, gondongnumps), tubercoluses, AIDS, dan SARS penting untuk diperhatikan varialmaur
individunya dalam pemodelan penyakit. Dalam hal mmadel yang akan dibahas adalah model SIR

berdasarkan kelompok umur.

Model Epidemi SIR berdasarkan kelompok umur berdesistem persamaan diferensial parsial
dengan variabel umur dan waktu sebagai variabedddidodel yang berbentuk sistem non linear tidak
mudah diselidiki perilaku solusinya. Oleh sebah ferilaku solusi sistem diselidiki melalui bentuk
sistem linearnya. Untuk mendapatkan sistem lingair sistem non linear perlu dilakukan linearisasi.

Linearisasi yang dilakukan menggunakan Deret Taylor



B. Linearisas Persamaan Diferensial Parsial
Untuk mempelajari perilaku sistem dinamik non linddakukan melalui linearisasi di sekitar

titik ekuilibrium. Diberikan sistem

& f(xy)
iy ®
E: a(x,y)

dengan titik ekuilibrium(a,b); f (a,b)= g(a,b)= 0. Pendekatan linear fungfix,y) di sekitar &,b)
diperoleh dengan menderetkan furfgsly) sebagai berikut
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Sedangkan Deret Taylor funggix,y) di sekitar §,b) adalah
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dengan®, dan©, suku-suku non linear yang selanjutnya dapat digkan. Dari (1) dan (2) diperoleh

pendekatan linear untuk Sistem (1), yakni
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Persamaan (4) dapat dituliskan sebagai matriks
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Substitusiu = X—a danv= y—b diperoleh persamaan yang lebih sederhana, yaitu
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dengand = Y dikenal sebagai matriks Jacobian Sistem (1) ptikgé,b).
99 99
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Diberikan X = (X, X,,...,X,) variabel bebas dan merupakan fungsi yang bergantung pada
variabel X, X,,...,X,, yakni fungsi u:R" — R denganxeR". Secara umum sistem persamaan

diferensial parsial berbentuk

Fxuu ... .u U ... U )=0,
F(uU, U U e U )= 0, -
F.(xuu ..U U U )= 0.

Sistem persamaan diferensial parsial dua variablel atu berbentuk sebagai berikut:
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denganu = (u,,U,,...,u, ) dan nilai awalu, = (Uy;,Ug,,...,U,, ). Solusi Sistem (8) dengan nilai awal
Uy = U(X,t,) dinyatakan sebagai(x,t)=u(ug, x,t).
Vektor u’(x) disebut distribusi umursteady state Sistem (8), jika u” (x)memenuhi Sistem

berikut.(Brauer, 2008)
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du’'(x) _ .. -
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Andaikan Sistem (9) dengan nilai awal yang diberikaisal u*(O):u*O, memiliki solusi u (x)

kestabilan distribusi umwgteady state tersebut dapat diselidiki dengan melakukan lirsaaii Sistem (8)
Selanjutnya, linearisasi sistem persamaan difeaknmrsial di sekitar kondissteady state

u (x) =[u, (%), u, (X)] sebagai berikut. Diperhatikan dua persamaan aadd Sistem (8), yakni

ou, au

oot E )
ou, . du,
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Diberikan transformasi
V(X 1) = [V (X 1), v, (X,1)] =[u (X t) —u, (X),u,(x,t)—u, (x)]. Dengan mengambil deret Taylardan
f, Sistem (10), diperoleh
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dengan@®,,©, suku suku non linear sehingga dapat diabaikani iesarisasi Sistem (10), yakni
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C. Model Epidemi SIR Berdasarkan Kelompok Umur
Pembentukan model epidemi SIR didasari oleh adaeygakit menular yang memiliki masa

inkubasi singkat. Misalnya, populasi yang diberildibagi ke dalam tiga kelas, yakni kelas populasi



rentan gusceptibles), kelas populasi terinfeksinfectious), dan kelas populasi bebas penyatétgvered).

Perhatikan diagram alir perubahan keadaan suatlgsi@kibat adanya penyebaran penyakit.

A()b(a)S(a,t)

vl (at)
p —>| Yat) > I(at) > R(at)
w@)S(a,t) w@)l(at) n(@)R(at)

Gambar 3.1 Bagan Alir Model Epidemi SIR

Kelas populasi yang dibagi menjadi tiga thistckan sebagafat), I(at), dan R(at) yang
merupakan fungsi densitas peluang yang berkaitagase kelompok umur. Misalnyagy, banyaknya
kelahiran b(a) dan v parameter yang menggambarkan laju kontak darkigembuhan. Selain ity
merupakan faktor skala transmisi daa) laju kematian yang tidak dipengaruhi oleh penyaRada
model ini, laju kontak antara individu rentan betwma dan satu individu terinfeksi berumairsebanding
dengarb(a)b(a’). Oleh karena itu, didefinisikan laju serangafeksi pada sadtyakni A(t) .

Dalam hal ini, perubahan populasi pada kefas masing-masing bergantung pada variabel
waktut dan umura. Oleh karena itu, diperoleh sistem integro-difsiahnyang berupa sistem persamaan
diferensial parsial orde satu. Berdasarkan AsurBsi.l), perubahan populasi menurut Gambar 3.1

dirumuskan sebagai berikut.
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1(0,t)= 0,R (0t )= C. (12.9)

Persamaan (12.a) — (12.c) menyatakan perubahanagopantan, populasi terinfeksi, dan populasi

sembuh terhadap umardan waktu tertenttt Misal, @ menyatakan perubahan populasi rentan
a

a,t)

0S(a, .
yang bertambah umurnya menjadi lebih tua, sedangka%{f menyatakan perubahan populasi rentan

terhadap waktt. Oleh karena itu, bisa dianggap bahJ\,L\,ca—Sé(;ti 1) + 8Sa(a 1)
a

populasi rentan terhadap waktuPersamaan (12.d) merupakan laju serangan infBkssamaan (12)

menyatakan laju perubahan

dipandang sebagai masalah nilai awal dan syaras bghkni Persamaan (12.e) sebagai syarat awal dan

Persamaan (12.f) sebagai syarat batas.

D. Linearisasi Persamaan Diferensial Parsial pada Model Epidemi SIR Berdasarkan Kelompok
Umur
Beberapa teknik yang dapat digunakan untekganalisa distribusi umwteady state yakni

dengan linearisasi menggunakan deret Taylor, dich@an lebih dahulu

S(a,t)=S (a)+&(ayt), (13)
l(a,t)=1"(a)+n(at), (14)
At =\ +6(t), (15)

dengané(a,t),n(a,t),f (t) regangan atadisplacement.
Selanjutnya, Persamaan (13) — (15) disubstitudikalhersamaan (12.a) dan (12.b) , diperoleh
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Karena—\"b(a)S (a) — 1(a)S (a) =0 dan—6(t)b(a)é(a,t) suku non linear, maka diperoleh
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Selanjutnya linearisasi persamaan (12.b),yakni

~[\ +0)]b(@)[S (a) +£(at)| - u(a)[S (@) +£(at)]
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Karena\'b(a)S (a) —yI" —u(a)l’ (a) =0 danf(t)b(a)é(a,t) suku non linear, diperoleh

on(@t)  on@t) N'b(a)é(a,t) +0(t)o(@)S (@) — [y + p@)]n@t).
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Dari linearisasi Persamaan (12.a) dan (12.b), dipkr
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0(t) =53 [ ba)n(at)da, (18)
£(0,t)=n(0t)= 0, (19)
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Diasumsikan Persamaan (16) — (18) mempunyai sgdung bentuknya
f(at)=E()e”, @
n(@at) = n(@e”, 22)
o(t) = éem, 0 = konstanta (23)

sehingga dipenuhi persamaan berikut.
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Persamaan (24) dan (25) merupakan masalaihengenp. Selanjutnya akan dicari penyelesaiannya
pada kondissteady state, yakni
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Persamaan (26) dan (27) dengan Syarat batas (18jjiki@enyelesaian

+[y +ﬂ(a)]/7(a) A b(a) 5 (a) + Hb(a)S (a)- (27)

(a) f \'b(o)+ (o) do ]éb(a)s e f [N'b(0)+pu(or)jdor “

0

[A B(a)+M (a

— ple fb(a)e Pa-o)gql,

dan

[ +/L(0)]dr7
da

’)+; do

n(a)—e °

*

A b(a) f(a) + 9 b(a)S (o) |€

i

:e_[[”:’+u(a)]dr7 f _)\ b(a) é )\ B(a)+M (a) fb(a )e n(a a)da+9b( ) [)\ B(a) M (a)l f[ /+;L(o)]dada
0
—,098 M"")fb(a)e p+7)(a—a)+)"B(a)| 1-1\ fb((l/kip(a Ydalda’, (28)




dengan

B(a) = ]b(a)da , M(a) = ]u(a)da , dan

0=3 f b(a) (a)da. (29)

Persamaan (28) disubstitusikan ke Persamaan (p8)ypteh
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Persamaan (30) mempunyai akke= 0 ataud = 0 jika dipenuhi persamaan karakteristik Lotka urpuk

yakni

1= 57 b(a)pefM @ 1} b(a 'P7[7’(a*a')+)\*8(a')l
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Menurut Teorema dalam ([4] dan [5]), jika senakar Persamaan (31) memiliki bagian real negatif

maka semua solusi Persamaan (21)-(23) menuju niolkk uh— o . Dengan menggunakan kriteria

ambang batas yang diberikan pada Persamaan (12 un >0 tidak ada nilaip non negatif yang
memenuhi Persamaan (31). Untuk mempelajari sifatadkar—akar Persamaan (31) sangat sulit. Namun
demikian, untuk kasus khusus dapat ditentukan aenamerik bahwa hal ini berkorespondensi dengan

distribusi umursteady state non trivial yang stabil asimtotik lokal.

Untuk distribusi umusteady state trivial yakni A= 0, persamaan (31) menjadi
1-3 f b(a)pe ™ f b(a')e ¥ PC-da | da. (32)
0 0

Jika Persamaan (12) tidak dipenuhi, maka karakteroton dari integran pada Persamaan (32) berakibat

mempunyai akar real tunggdly < 0 dan pg =0 hanya pada kriteria ambang batas.



Teoremal
(i) Jika A" =0 dan Ry <1 maka distribusi umur steady state trivial Sistem (12) stabil asimtotik
lokal.
(i) Jika A" =0 dan Ry >1, maka tidak stabil.
Bukti: Lihat [3]

E. Penutup

Pada sistem persamaan diferensial nonlinear dapealidiki perilaku solusinya melalui sistem
linear dengan linearisasi. Proses linearisasi ddigiukan dengan Deret Taylor dari fungsi nondine
Model epidemi SIR berdasarkan kelompok umur betbesistem persamaan diferensial parsial non
linear. Linearisasi dilakukan untuk mendapatkatesislinear sehingga dapat diselidiki perilaku solus

sistem non linear melalui sistem linear denganaytéik ekuilibrium berupa titik ekuilibrium hipéeplik.
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